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Los programas que aparecen en este libro funcionan en los
ordenadores:

IBM-PC, XT, AT y compatibles.
AMSTRAD-464, 664, 6128, 1512.
SINCLAIR-SPECTRUM 48 K, 128 K, PLUS, PLUS 2.

MSX-Todos los modelos.

COMMODORE-CBM 64 y CBM 128.




INTRODUCCION

ASTA la aparicién del ordenador, el hombre malgasté mu-
cho tiempo en realizar operaciones de calculo y matema-
ticas de todo tipo, asi como grandes procesos rutinarios.
El llamado «cerebro electronico» agilizé todas estas accio-
nes. Sin embargo, las limitaciones de los ordenadores son
grandes.

Queremos dejar constancia de la «torpeza» del ordena-
dor. A lo largo del libro se subrayara este «defecto» de los
microordenadores. Una computadora no resuelve un pro-

blema, sino que ayuda a su resolucién. Hay que aprovechar su mayor cua-
lidad: la gran velocidad operacional.

Con la masificacion del uso de los ordenadores, mas concretamente de
los personales, el mito de maquina terrible e inabordable parece haber de-
saparecido. Un micro, mini o gran ordenador no hace mas de lo que le
mandemos; su capacidad de decisién propia es nula, e incluso es de de-
sear (es una opinién personal) que no llegue nunca a tenerla.

Logicamente la aplicacion mas directa de un microordenador son las
Matematicas y la Estadistica. Desde que Pascal y Leibniz, con sus ingenios
mecanicos precursores de las actuales calculadoras, se dieran cuenta de
la necesidad de descargar este pesado tabajo operacional, en una maquina
para profundizar mas en la Ciencia, continuando por Babbage con sus fa-
mosas maquinas, diferencial y analitica, hasta hoy dia, en que el ordena-
dor ha invadido nuestras vidas, esta clara la utilidad de una herramienta
capaz de realizar estas monoétonas e interminables operaciones, en aplica-
ciones matematicas.

A lo largo de todo este libro abordaremos diferentes temas, en los que
nuestro ordenador personal puede echarnos una mano. Habra, natural-
mente, capitulos en los que la labor del ordenador sea mas agradecida, en
otros su mérito se debera mas al programador.
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En todo caso se ha tratado de dar un repaso general de materias mate-
maticas y estadisticas, algunas de ellas poco usuales, procurando valernos
de nuestro ordenador casero; esperamos que con ello vaya adquiriendo el
lector el habito de utilizar su ordenador personal para abordar estas ma-
terias a partir de ahora.

Hemos introducido indicaciones, al lector mas interesado, de como po-
der ampliar las aplicaciones aqui dadas. Ademas las matematicas, quera-
mos 0 No queramos, es, quiza, la ciencia mas utilizada a diario, pudiendo
convertir en algo mas que una curiosidad el conocimiento de los temas
tratados.

Ha sido ardua la tarea de seleccionar, por razones de espacio, sélo al-
gunos temas entre la amplia gama de posibilidades matematicas y estadis-
ticas. La eleccion ha estado condicionada a presentar un poco de todo,
abarcando desde los conjuntos hasta las integrales definidas, procurando
no profundizar demasiado en cada tema tanto matematica como informa-
ticamente. Este libro esta ideado para que pueda ser entendido facilmente
por un lector con una base media matematica (e incluso escasa) y con no-
ciones elementales del microordenador y del BASIC. Los temas son, en ge-
neral, independientes uno de otro, pudiéndose alterar el orden de lectura.
De todas formas aconsejariamos seguir la linea marcada por el libro, para
su mejor comprension.

Finalmente agradecer a amigos y colaboradores su ayuda en la elabo-
racion de este libro.



= NOTA SOBRE LOS PROGRAMAS

Todos los programas del libro estan realizados con un BASIC
elemental para que sean validos para la mayoria de los ordenado-
res personales. Se emplean siempre instrucciones elementales (IF,
GOTO, etc.). Estan probados en un Amstrad 6128 y en un Spec-
trum. Ademas se han revisado manualmente para Commodore. No
debe dar problemas en cualquier otro micro.

Solo se emplean instrucciones graficas (PLOT, DRAW, etc.) en
tres programas: estas instrucciones son las que mas varian de un
microordenador a otro, y quiza le exijan hacer alguna pequena sus-
titucién en su microordenador. De todas formas, se explica el plan-
teamiento de los diferentes graficos, facilitando asi la labor de
conversion.






DIVISIBILIDAD= ] '

L uso de las calculadoras ha originado un desuso de las
operaciones aritméticas basicas realizadas manualmente.
En este capitulo trataremos una de ellas: la division.
No vamos a ensefiar al ordenador a dividir, esto ya lo sabe,
sino que intentaremos auxiliarnos con nuestro equipo
para ciertos calculos reiterativos en los que intervenga la
divisién. Nos referimos a la descomposicion en factores
‘ primos, M.C.D., M.C.M. y la aplicacién practica de éstos.

Los conceptos introducidos son muy sencillos: seguro que usted los co-
noce. Sin embargo, si no en este momento quiza si en otro de este libro,
le resultara divertido repasar estas cifras tedricas para aprovechar al maxi-
mo todas las experiencias que le proponemos.

Empecemos por lo mas simple, saber si un niimero es primo.

Un numero es primo, segun las Matematicas, si solo es divisible por él
mismo y por la unidad, Sigamos en nuestro programa este planteamiento
y dividamos el niumero dado por todos los inferiores a él. Si alguno lo di-
vide exactamente eso significa que el numero que estamos probando no
es primo.

Eso es exactamente lo que hacemos en el programa que les ofrecemos
a continuacién: en las lineas 30 a 70 se va incrementando el indice J (li-
nea 30) desde 2 (minimo divisor que probamos hasta N-1 (el mayor) y se
comprueba si el cociente N/J es entero o no (si N/J es entero, su parte en-
tera —JNT(N/J)- coincidira con él y al multiplicar por J en la linea 50 hara
que R=0). Naturalmente, si N/J es entero, J es divisor de N y N no es nu-
mero primo.

10 REM CALCULO SI UN NUMERO ES PRIMO
20 INPUT "NUMERO ELEGIDO: ";N
30 FOR J=2 TO N-1



40 LET C=INT(N/J)

50 LET R=N-J*C

60 IF R=0 AND N<>2 THEN PRINT “NO ES PRIMO“:B0OTO 9
99

70 NEXT J

80 PRINT "ES PRIMO"

999 END

Compliquemos un poco este sencillo programa. Calculemos ahora la ta-
bla de los niimeros primos, desde 1 hasta el numero deseado. Observe el
organigrama 1

Organigrama 1

y el programa:

10 REM CALCULO TABLA DE NUMEROS PRIMOS.POR FCO.
MORALES - e
20 INFUT "HASTA QUE NUMERD? ";T

10



30-FOR I=1 TO T ==
40 FOR J=2 TO 1 e
40 IF J>SQR(I) THEN GOTO 100 == =
70 LET R=I-J*INT(I/JY — — —

80 IF R=0 THEN GOTO 110 - - -

90 NEXT J =

100 PRINT I;" "3

110 NEXT I

Como vera, lo tnico que hemos hecho es introducir nuestro programi-
ta dentro de un FOR, para que se repita el proceso tantas veces como in-
dique el numero introducido a modo de limite de la tabla que queremos
construir.

Imprimimos el 1 y el 2, que son primos de antemano, para no compli-
car el funcionamiento de los bucles FOR.

Pruebe este programa y fijese en que introduciendo un N muy grande
el programa se hace muy lento. (Co6mo ganar velocidad?

Tanto en este programa como en cualquier otro, hay que evitar opera-
ciones innecesarias. Si miramos, se observa que no hace falta dividir hasta
N-1. Sea o no primo, simplemente con repetir el proceso hasta la mitad bas-
taria. La razon es sencilla: a partir de N/2, es decir, desde la mitad en ade-
lante, el cociente estaria comprendido entre 2 y 1, nunca poria ser exacto.
Solo podria ser exacto en N/2 y, por supuesto, en el extremo superior, N.
Procedamos a la reforma:

36 FORI=2TO N/2

Vuelva a probarlo y comprobara la diferencia de tiempo.

Ya hemos conseguido saber si un nimero es primo, ahora sigamos el
mismo razonamiento para descomponer un niimero en sus factores primos.
Mire el programa:

10 REM DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS: POR FCO.
MORALES

20 INFUT "NUMERO ELEGIDD "N

30 LET Ni=N

40 LET I=2 '

S0 IF I»SQR(N) THEN GOTO 150

&0 IF INT (N/I)<>N/I THEN GOTO 100
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70 PRINT 13" *j

80 LET N=N/I

90 GOTO 50

100 IF I=2 THEN BOTO 130

110 LET I=I+2

120 GOTO SO

130 LET I=3

140 60OTO 50

150 PRINT Nj;“ “;

160 IF N1>N THEN 999

170 PRINT "ES UN NUMERO PRIMO"
180 BOTO 999

190 PRINT “ SON LOS FACTORES DE “jNi
999 END

Las instrucciones 40, 50 y 60 ya nos son familiares. En cambio, la con-
dicién del IF ha cambiado. Ahora se interroga si el resto (R) es distinto de
cero. ¢Para qué?

Si nosotros directamente incrementamos el indice (J), después de di-
vidir, en el caso de factor repetido no funcionaria. Lo detectaria la prime-
ra vez, pero al incrementar, ya no volveria a utilizarlo. Con este error re-
sultaria que el cociente final (C), que deberia ser 1, daria erréneo, o los
factores resultantes no serian primos.

Para ello con las instrucciones 66 y 67 volvemos a repetir el proceso
para un factor primo encontrado, y no incrementara hasta haber agotado
todas las posibilidades con él.

¢Cuando terminara el proceso?

Matematicamente seria cuando el dltimo cociente fuese 1, pero esta
condicién no nos bastaria.

Al despreciar los decimales (INT), podria darse el caso en el que la di-
visién diese como cociente 1, sin tener en cuenta que, a lo mejor, no fuese
exacta. Podriamos solucionarlo con:

IF R<> O THEN GOTO 70

Anadiendo la condicién R=0, este caso s6lo se daria en la ultima des-
composicién. Pero esto realmente se cumplira también cuando N<J. Es
decir, cuando el divisor sea mayor que el dividendo. A partir de este mo-
mento, las divisiones sucesivas serian inttiles, ya que el cociente (C) val-
dria siempre 0 y el resto 1. Con lo cual terminaria el programa cuando aca-
base el FOR.
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Para el cdlculo del M.C.D. y el M.C.M. de dos niimeros nos basaremos
en dos reglas matematicas. Podriamos haber seguido el proceso clasico de
descomponer los dos numeros en sus factores primos, para su posterior
estudio.

Nos encontrariamos con una pega. Los factores habria que ir almace-
nandolos en algun sitio. La utilizacién de una tabla seria la soluciéon mas
adecuada, pero estaria limitada a la dimension (DIM) de la misma. Por tan-
to, no nos podemos arriesgar a quedarnos cortos ni a desaprovechar
espacio.

Utilizaremos dos métodos mas rapidos y elaborados, estudiados y de-
mostrados matematicamente; debido a ello nos fiaremos de su veracidad.

Para el M.C.D. el sistema utilizado consiste en dividir el mayor por el
menor, si el resto de esta divisién es 0, el menor es el M.C.D. de los dos.
En caso contrario, entramos en un proceso reiterativo, en el cual repeti-
mos la operacion de la siguiente manera:

El resto de la division se convierte en el divisor de la proxima y el di-
visor en el dividendo. Concluyendo, cuando el resto sea nulo, en este mo-
mento el ultimo divisor es el M.C.D. de los dos niumeros.

Esto es justamente lo que reflejamos en el programa:

10 REM CALCULO DEL M.C.D DE DOS NUMEROS

20 INPUT "INTRODUZCA EL PRIMER NUMERO "“3;A
30 INFUT "INTRODUZCA EL SEGUNDO NUMERO "B
40 LET L=B:LET M=A

S0 IF A>B THEN LET M=B:LET L=A

60 LET C=INT(L/M)

70 LET R=L-C*xM

80 IF R=0 THEN GOTO 120

0 LET L=M

100 LET M=R

110 GOTO &0

120 PRINT "EL M.C.D. DE "3A3" Y "sBy" ES "§M
9?99 END

En las primeras instrucciones comprobamos cual de los dos nimeros
es el mayor. A continuacion, comienza el proceso reiterativo, que conclu-
ye cuando R=0 (en la 80).

En este momento el divisor (M) es el M.C.D.

Conociendo el M.C.D. conseguir el M.C.M. es muy simple, ya que

A*B

M.CM. = MCD.

13



Incluyamos dos nuevas instrucciones y sustituyamos la 120.
I15—P=A*B
116 MCM=P/M
120 PRINT “EL M.C.M. ES:”; MCM

Ya hemos conseguido saber si un namero es primo, descomponer un
numero y conseguir el M.C.M. y M.C.D. de dos numeros.

Apliquemos nuestro éxito a una cuestién practica, que por su elabora-
cién, no por su dificultad, se hacia pesada. Me estoy refiriendo a la suma
de quebrados. (Légicamente la diferencia de quebrados se haria con nu-
meradores negativos, pero el proceso general es igual.)

Vamos a calcular la suma de dos quebrados.

Para ello se seguira el siguiente proceso:

1.° Se pediran los datos (30 y 40).

2.° Se calcula el M.C.M. de los denominadores (50 a la 150). (Esto no
produce ninguna dificultad, ya que se ha estudiado a lo largo del capitulo.)

3.2 Siguiendo las reglas matematicas, obtenemos los numeradores
(170 y 180). El resultado, l6gicamente, sera la suma de éstos (190).

1O-REM SUMA - DE DOS_QUEBRADOS
20-DIM N(2Y:DIM D(2)
30 INPUT "INTRODUZCA LA PRIMERA “FRACCION (N, D) " §N(
D) = -
40 INPUT *INTRODUZCA LA SEGUNDA FRQCCIDN(N;D) — s
2),D(2) =
- 50 LET L=D(2):LET M=D(1)
60 IF D(1)»>D(2) THEN LET L-D(I)ILET H‘D(2)
ZO-LET C=INT(L/M)
80 —LET R=L-C*M
?0 IF R=0 THEN ..TD 120
100 LET L=M
110 LET M=R
120 LET P=D(1)*D(2)
130 LET MC=F/M
— 140 LET NI =N *ME/D (1)
150 LET N(2)y=N(2)*MC/D(2)
160 LET S=N(2)Y+N(1)
170 PRINT “LA SUMA ES “'3;“/“'NC;=IF S/MC—INT(S/MC
Y—THEN PRINT "'“gS/NC
999 END -

Practique con varias fracciones y compruebe el resultado. jEspero que
le vaya todo bien!
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Como investigacion para el lector podria intentar la suma de varias frac-
ciones. Observe que no es mas que ir sumandolas de dos en dos. Como «pis-
ta» le proponemos una posible solucion: seria guardar los numeradores en
una tabla y los denominadores en otra; sélo haria falta ir incrementando
el indice e ir calculando la suma por pares. jSuerte!
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POLINOMIOS=

- L estudio de los polinomios y sus posibles raices se trata-
ra a lo largo de este capitulo. En todos los programas se
utiliza la misma filosofia en el tratamiento de los po-
linomios:

* Captura de datos: almacenando los coeficientes en
una tabla de dimensiones N+1 (ya que el término inde-
pendiente es necesario guardarlo).

* Tratamiento de un coeficiente: expandiéndolo a to-

————————— dos los demas gracias a las instrucciones FOR.

* Impresién del resultado: proceso similar al de la captura, sustituyen-
do el READ por PRINT.

Comencemos con lo mas elemental: INTRODUCIR LOS COEFICIEN-
TES Y CALCULAR EL RESULTADO para un valor dado.

10 INPUT "INTRODUZCA BRADD DEL FOLINOMIO FP: “;N
20 DIM P (N+1)

30 LET N=N+1

40 FOR J=1 TO N

SO PRINT "COEFICIENTE DE X~"3J-13"t";

60 INFUT P(D)

70 NEXT J

80 INPUT “INTRODUZCA VALOR DE X DESEADO: "§X
90-FOR J=1 TO N

100 LET D=P(J)* (X~ (J-1))

110 LET S=5+D

120 NEXT J

130 PRINT S

999 END

17



El programa es simple, y en él se aprecian, perfectamente, las tres fa-
ses explicadas al principio: Captura (10 a 60), tratamiento (65 a la 90) e im-
presién del resultado (100).

Superado este paso previo avancemos operando con los polinomios.

Lo primero sera la suma. La regla matematica es sumar los coeficientes
del mismo grado (200).

18
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100
110

REM SUMA DE FPOLINOMIOS. POR FCO. MORALES
INPUT "INTRODUZCA GRADO DEL FOLINOMIO FP1 :"g§N1
LET Ni=N1+1
INPUT "INTRODUZCA GRADO DEL POLINOMIO P2 #";N2
LET N2=N2+1 :
LET N=N1
IF N2>N1 THEN LET N=N2
REM DIMENSIONAMOS MATRICES
DIM-P (N2 DIM Q(NY2DIM S(N)
PRINT “POLINOMIO FP12"
FOR J=1 TO N1

120 -PRINT "COEFICIENTE DE X™"gJ-1%

130
140
150

INPUT P (D)
NEXT J ;
PRINT “FOLINOMIO P2:%

160 FOR J=1 TO N2

170
180
190
200

PRINT "COEFICIENTE DE X*"3J—13

INPUT Q)

NEXT -J

FRINT:FPRINT "LOS POLINOMIOS QUEDAN ASI:":PRINT

"FOLINOMIO P1:"

210 FOR J=1 TO Nt
220
230
240

PRINT P(J)j X iy ety ey
NEXT J
PRINT "™ 0 = O"sPRINT

250 PRINT "POLINOMID P2:"

260 FOR J=t TO N2

270 PRINT Q(J)g X~y =tz ety

ZB0-NEXTJ

290 PRINT " O = O":PRINT

300 PRINT "LA SUMA DE LOS POLINOMIOS ES:"

310 FOR J=1 TO N

I20-LET-SCII=PIII+G(I)

330 PRINT "EL COEFICIENTE DE X~"3J-1§" ES "§5(I)
340 NEXT J

IS0 PRINTIPRINT “EL POLINOMIO S QUEDARA ASI:“iPRINT
360-FOR-J=1"TO N

370 PRINT S(J)§"X~";J—13"+";

380 NEXT J

390 PRINT “0 = O

END



Una vez conocida la suma pasaremos a la multiplicacion. En ésta, el re-
sultado se almacenara en una tabla de N+M. Cada elemento de una ma-
triz multiplica a todos los de la otra, desplazando el resultado tantas posi-
ciones como las que ocupa. Puede ocurrir que la posicién donde vaya a
dejar el resultado esté ocupada; en tal caso se suman los valores. Este pro-
ceso viene controlado por los FOR de las lineas 110 y 120. La operacién
y acumulacion se da en la 130.

10 INPUT "“INTRODUZCA GRADO DEL POLINOMIO Fi: “yN1

15 LET N1=N1+1

20 INFUT "INTRODUZCA GRADO DEL FPOLINOMIO P2: "jN2

40 -LET NZ2=N2+1

SO LET N=NitIF N2>Ni THEN LET N=N2

70 REM DIMENSIONAMOS LAS MATRICES

80 DIM M(N1):DIM NINZ2):DIM P (N1+N2)

?0 PRINT "FPOLINOMIO F1:"

100 FOR J=1 TO NI

110 PRINT "COEFICIENTE DE X"™"3J-1

120 INPUT M((J)

130 NEXT J

140 FPRINT "FPOLINOMIO F2:"

150 FOR J=1 TO N2

160 PRINT “COEFICIENTE DE X™"3J-=3 r

170 INFUT N(J) :

180 NEXT J

190 FOR J=1 TO Ni

200-FOR I=1 TO N2

210 LET P(I+J)=F (I+J)+(M(J)=N(I))

220 NEXT I

230 NEXT J

240 PRINT "LA MULTIPLICACION DE LOS POLINOMIOS
ES= "

250 FOR J=2 TO N1+N2

260 FPRINT -"COEFICIENTE DE X*"3J-23" ES "“;P(J)

270 NEXT -J

299 END

La division general de polinomios es un proceso mas complejo, pero
puede abordarlo el lector a partir de un caso mas sencillo: LA REGLA DE
RUFFINI.

Esta se aplica en los casos de divisiones por un polinomio del tipo
(X *a). El polinomio cociente es de un grado menos; y sus coeficientes se
calculan (100 a 120) a partir del anterior obtenido (S(J)). El primero es el
coeficiente de grado N del polinomio (90) y a partir de él se obtendran los
demas.
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Desarrollando el programa (que no presenta ninguna dificultad):

299

Nos guiaremos de este programa para el calculo de las raices enteras
de un polinomio. Lo primero que se hace es acotar éstas superiormente,
obtener un numero que sea superior a todas las raices (cota su-
perior). Segun Laguerre, un numero es cota superior de las raices de un
polinomio si al aplicar la regla de Ruffini todos los coeficientes del cocien-

es decir,

INPUT “INTRODUZCA NUMERO A DEL BINOMIO X-A: ";A
INFUT “INTRODUZCA GRADO DEL FOLINOMIO: *“j;N
LET N=N+1
DIM FP(N):DIM S{(N-1)
FOR J=1 TO N
R N O N T J]
INFUT F(J)
LET S(I-Dr=P (I
NEXT J
FOR I=N=1 TO 2 STEP =1
LET S(I-1)=F(I)+A*S(I)
NEXT I
PRINT "LA SOLUCION ES: "
FOR J=N=1 TO 2 STEPF =1
PRINT *COEFICIENTE_DE X"y Y=ty —ES 8112
NEXT J
PR RE O eI 5 )
END

te y el resto son positivos. ¢(Qué haremos?

Para un valor de A, hay que aplicar la regla de Ruffini y analizar si el

resultado es positivo (coeficientes y resto).

Si cumple la condicién ya tenemos cota; en caso contrario, incremen-

taremos

0

hasta conseguirlo.

INFUT "INTRODUZCA GRADO DEL FOLINOMIO: "gN
LET N=N+1

DIM P(N)Y2DIM S(N=1)

FOR J=1 TO N

PR T T ENT X o1y

INFUT P

NEXT -J

INFUT “INTRODUZCA TOPE DE FRUEBAS: 3T

FOR K=1 TO T

100 LET SIN-D)=F{N)
110 FOR I=N—-1 TO 2 STEP -1
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T20-LET-8(l= 1)=PtNJ*K*8(I)

130 NEXT I
~140-REM COMPROBACION SI TDDQS LOS DﬁTQS SON PDSITI-
vos

1S5S0 FOR J=N=1 TO 1 STEP =1
160 IF S(J)<0 THEN GOTO 190

170 NEXT J
180 PRINT “EL VALOR “.K,“ ES COTA SUPERIOR"+GOTO-9

29

190 NEXT T
200 PRINT "HASTA EL VALOR FROBADO NO HAY COTA"

999 END

Una vez lograda la cota, si es que existe, intentaremos hallar las raices.
El método que utilizan los estudiantes es ir probando niumero a numero
hasta conseguirlo. Si existe una raiz entera, ésta debe ser divisor del tér-
mino independiente. Observe el organigrama 2

Organigrama 2
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Si se fija tenemos que aplicar la descomposicion de un nimero en sus
factores primos (TEMA-2), para elegir después los que sean menores que
la cota. Con éstos probamos uno a uno hasta conseguir hallar las raices.
El programa completo quedaria:

10 INPUT "INTRODUZCA GRADO DEL FOLINOMIO: "3N

20 LET N=N+1:LET L=0:LET Z=0

30 DIM FP(N):DIM S(N-1)

40 FOR J=1 TO N

S0 PRINT "COEFICIENTE X""¢J—-1

60 INFUT P(I)

70 NEXT J

80 INFUT "INTRODUZCA COTA DE LAS RAICES ENTERAS:
s CO

Q0 LET X=F(1)

100 DIM D(X):2DIM R(X)

110 GOSUEB Z00

120 FOR J=1 TO L

130 LET K=D(J)

140 GOSUB 400

150 NEXT J

160 IF Z=0 THEN FPRINT "NO TIENE RAICES ENTERAS":GO
TO 210

170 PRINT “LAS RAICES ENTERAQS SON: "

180 FOR J=1 TO Z

120 FRINT R(J)

200 NEXT J

210 END

300 REM SUBRUTINA PARA CALCULAR L0S DIVISORES DE X
210 FOR J=1 TO X/2

220 IF R=0 THEN LET D(J)=J:LET L=L+1

340 NEXT J

350 RETURN

400 REM SUBRUTINA FARA AFLICAR LA REGLA DE RUFFINI
402 LET S(N-1)=F (N}

405 FOR I=N-1 TO 2 STEF -1

410 LET S(I-1)=P(N)+K*5(I)

420 NEXT 1

430 IF S(I)=0 THEN LET R(J)=KILET Z=Z+1

440 RETURN

Hacemos un proceso semejante al de busqueda de los factores primos,
en el sentido de que si un namero es raiz del polinomio puede serlo mas
de una vez. Por ello, cuando detectamos una raiz, «reciclamos» para com-
probar si vuelve a repetirse. También vera que si probamos con un valor
A, lo hacemos ademas con —A. Logico, ya que —A es divisor del coeficien-
te independiente.
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Como aplicaciéon de todo lo dado, sugeriria al lector probar con otras
reglas para hallar raices, por ejemplo, las relaciones de Cardano. Biblio-
grafia de ésta y de otras reglas podra encontrarse en libros de Calculo Nu-
mérico correspondientes a primero de Carrera. Si no se anima, siga ade-
lante con el libro y no se dé por vencido.

23






BASES DE NUMERACIONE

L estudio de los sistemas de numeracién es uno de los te-
mas mas faciles de comprender y mas dificiles de asimi-
lar. La razén de ello es que desde pequeiiitos contamos
con los dedos de la mano (y de mayores algunos siguen ha-
ciéndolo) y, por tanto, nos es familiar contar en un siste-
ma de base 10, pero nos resulta complicado asimilar que
1+1=10 (en base 2).

Con la llegada de los ordenadores se empiezan a po-
ner de moda palabras como el sistema binario (base 2), oc-
tal (base 8) y hexadecimal (base 16). Aqui comienzan nuestros problemas,
porque el ordenador sera muy «habil» con los 1 y 0, pero nosotros nos ma-
nejamos mejor con los nameros del 0 al 9.

Debido a que nuestro aparato nos ha metido en este embrollo, vamos a
pasarle el problema y que él lo resuelva (aunque tendremos que ayudarle).

La base, N, de un sistema de numeracion es el numero de unidades de
un orden que se necesitan para anotar una unidad de orden superior. Asi,
en base 10, cuando tenemos tres unidades, por ejemplo, escribimos 3,
cuando tenemos ocho, escribimos 8 y cuando disponemos de dos veces
ocho unidades, es decir, dieciséis unidades, escribimos 16 (10 unidades=1
decena, y 6 unidades mas). -

De acuerdo con el mismo criterio, en base 6 escribimos el ocho como
12 (un «grupo de 6»=10 y dos unidades mas) y en base 3 el mismo ocho
lo escribimos como 22 (dos «grupos de 3»=20 y dos unidades mas).

Lo primero es conseguir aclarar el paso de cualquier base a base 10 y
viceversa. (Vamos a trabajar hasta base 16 por motivos practicos; si el lec-
tor quiere ampliar este tope no conlleva gran dificultad. jInténtelo!)

Empecemos con el paso de base 10 a cualquier base. Matematicamen-
te es ir dividiendo el nimero dado por la base deseada, quedandonos con
los restos, convirtiendo el cociente en el dividendo de la siguiente division.

¢Cuando acabaria?
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Apoyandonos nuevamente en las Matematicas, sabemos que un nime-
ro escrito en cualquier base no puede tener un guarismo mayor o igual
que la base. Es decir, que si trabajamos en base 4 solo se puede utilizar el
0,1,2y3.

Entonces ya tenemos la condicién final; no hara falta seguir dividiendo
cuando el cociente sea menor que la base. Observe este sencillo programa:

10 REM CAMBIO DE BASE 10 A BASE N. POR FCO. MORALES
20 INPUT "INTRODUZCA NUMERO EN BASE 10: “jA

30 INPUT "“INTRODUZCA BASE DESEADA: "iB

40 LET C$="01234356789ABCDEFGHI JKLMNOFPGRSTUVWXYZ"
SO0 LET M$=""LET Al=A

&0 LET C=INT(B*{{(A/B)—-INT(A/B))+1.5)

70 LET M$=MID$(C%,C, 1) +M$IREM <——= EN EL SPECTRUM C
AMBIAR ESTA LINEA POR M$=C$(C)+M$

80 LET A=INT(A/B)

0 IF A>0 -THEN GOTO 6O

100 PRINT "EL NUMERO "“sAl;' EN BASE “yB;" ES "“§yM$
299 END

Vera una variable, cifra-§, con una serie de valores del 0 al F. Como di-
jimos al principio del tema, nos vamos a limitar a 16 posibles bases; por
tanto, el valor maximo posible sera la F. En base 16, como no disponemos
de simbolos para representar los numeros por encima del 9, se utilizan las
letras: A (vale 10), B (valor 11), C, D, E y F (valor 15). Con la funcién MID$
traduciremos los posibles restos en su valor en la base pedida. Logicamen-
te hasta la base 10 no haria falta este proceso, pero a partir de ella hay que
suplir determinados valores por letra. Si el lector quiere ampliar este mar-
gen de bases sélo tendria que afiadir letras a CIFRAS$.

Para el proceso inverso, paso de una base cualquiera a base 10, hay que
calcular el valor de cada simbolo, segin su posicién y valor real, acumu-
lando la suma para el resultado final. Las instrucciones de la 10 a la 30
son iguales al programa anterior. Aqui el control de fin vendra dado por
la cantidad de simbolos que tenga el namero, es decir, por la longitud (que
calculamos mediante la funcién LEN del BASIC).

El programa quedaria:

10 REM CAMBIO DE BASE N A.BASE 10 POR FCO. MORALES
20 INPUT "INTRODUZCA NUMERO EN CUALQUIER BASE: "N
$

I0 INFUT "INTRODUZCA BASE DESEADA: "“3;B

40 LET C#$="0123456789ABCDEFGHI JKLMNOFQRSTUVWXYZ"
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S0 LET L=LEN(NS$)

60 LET A=0

70 FOR J=1 TO L

80 FOR I=1 TO B

20 IF MID$(N%$,J,1)<>MID$(CS,1,1) THEN GOTO 110:REM
<{-— EN EL SPECTRUM SUSTITUIR ESTA LINEA FPOR: IF N

$(J)<>CH(I) THEN GOTO 110

100 LET A=A+INT ((I-1) (B (L-J))+.5)

110 NEXT I

120 NEXT J

130 FRINT "EL NUMERO DESEADD ES: "3A

140 END

Para el paso de una base a otra hay que utilizar como paso intermedio
la base 10. El programa consistira en encadenar los dos anteriores, tenien-
do en cuenta qué base es la inicial y cual va a ser la receptora del resultado.

10 REM CAMBIO DE UN NUMERD DE UNA BASE E1 A DTRA E 2.
FPOR FCO. MORALES

20 INFUT "INTRODUZCA NUMERO EN CUALQUIER BASE: "§N
$

30 INPUT “INTRODUCIR SU BASE: “;Bi

40 INFUT “PARA PASARLO A BASE: “;B2

S0 LET C$="0123456789ABCDEFGHI JKLMNOPGRSTUVWXYZ"
&0 LET L=LEN{NS$)

70 LET A=0

80 GOSUB 220

90 FOR J=1 TO L

100 FOR I=1 TO Bl

110 IF MID$(C%$yI,1)<>MID$(N$,Js1) THEN GOTO 130tRE
M <-- EN EL SPECTRUM SUSTITUIR ESTA LINEA POR: IF
C$(I)<>N$(J) THEN GOTO 130

120 LET A=A+INT((I-1)*(B1™(L-J))+.5)

130 NEXT I ’

140 NEXT J

150 LET R$=""

160 LET P=INT (B2%((A/B2)~INT(A/B2))+1.5)

170 LET R$=MID$(C%,P,1)+R$!REM <—— EN EL SPECTRUM
CAMBIARLD POR: R$=C$(F)+R%$

180 LET A=INT(A/B2)

190 IF A0 THEN GOTO 160

200 PRINT "EL NUMERO ";N%;"™ EN BASE ";B1;" ES IGUAL
A ";R$;" EN BASE "“;B2

210 END

220 REM COMPROBACION DE DATOS
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230 FOR J=1 TO L ‘
240 IF MID$(N$,J,1)>MID$(C$,E1,1) THEN FRINT "DATO
INCORRECTO": PRINT:RUN:REM <-— EN EL SFECTRUM SUST
TTUIR ESTA LINEA POR: IF N$(J)>B$(Bi) THEN PRINT “
~—DATO INCORRECTO":PRINT:RUN
“250 NEXT J
- 260 RETURN

Ya le hemos ensefnado a nuestro micro a traspasar bases, sigamos edu-
candole diciéndole como se opera en cualquier base.

El problema consiste en que tampoco sabemos hacerlo nosotros direc-
tamente. Para ello nos apoyaremos en lo que sabemos, operar en base 10.
Ver organigrama 3.

Jay

Organigrama 3

Este programa lo sofisticaremos un poco, poniendo controles a los da-
tos. Como indicamos en la introduccion, la mayoria de los programas de
este libro suponen que los datos son correctos. En este caso, vamos a com-
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probar que esto es asi y este proceso se podra utilizar como ejemplo para
los demas programas.

10 REM OFERACIONES EN DISTINTAS BASES. FOR FCO.
MORALES
20 LET C$="0123456789ABCDEFGHIJKLMNOFQRSTUVWXYZ": M

="

30 PRINT "1.-— SUMAR DOS NUMEROS (A+B)

40 PRINT "2.- RESTAR DOS NUMEROS (A-B)

SO PRINT "“3.- MULTIPLICAR DOS NUMEROS (A*B)

60 FPRINT "4.- DIVIDIR DOS NUMEROS (A/B)

70 FRINT

80 PRINT "PULSE EL NUMERO DE LA OPCION DESEADA"

20
100
110
120
130
140
150
160
170
180
1
190
200
210
220
230

INPUT N

PRINT

INFUT "DEME LA BASE EN LA QUE OFPERAREMDS: "3B
PRINT

INPUT “DEME EL PRIMER NUMERO: “;N$
FRINT:GOSUB 290:LET N1=A

INPUT "DEME EL SEGUNDO NUMERD: "j;N$
PRINT:GOSUB 290:LET N2=A

IF N=1 THEN LET R=N1i+N2

IF N=2 THEN LET R=N1-N2:IF R<0O THEN LET R=N2-N
IF N=3 THEN LET R=Ni#*N2

IF N=4 THEN LET R=INT(N1/N2)

LET R1=R :

LET C=INT(B* ((R/B)=-INT(R/E))+1.5)

LET M$=MID$(C%$,C, 1) +M$:REM <—— EN EL SPECTRUM

SUSTITUIR ESTA LINEA POR: M$=C$(C)+M$

240
250
260
i B3
270
280
290
300
310
320
330
340

LET R=INT(R/B)
IF R>0 THEN 220
FRINT "EL RESULTADO FEDIDO ES ";M%;" EN BASE "

FRINT " Y “";Ri;" EN BASE 10"

END

REM PASO A BASE 10

LET L=LEN(N$)

LET A=0

FOR J=t TO L

FOR I=1 TO B

IF MID$(C%,1,1)<>MID$(N$,J,1) THEN GOTO 360:RE

M <—— EN EL SPECTRUM SUSTITUIR ESTA LINEA FOR: IF
Ce(I)<>N$(J) THEN GOTO 360

350
I60
370
380

LET A=A+INT((I-1)*(B™(L-J))+.3)
NEXT I
NEXT J
RETURN
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CONJUNTOS=

OR medio de los conjuntos se va a realizar una serie de
programas, cuya aplicacién directa quiza no sea practica,
pero valdran para procesos posteriores. Asi, por medio de
la relaciéon de pertenencia, se tocara el tema de la busque-
da, algo muy util en el tratamiento de datos para seguir
después con las relaciones de inyeccién, biyeccion, etc.,
por medio de las tablas; esto servira, al lector interesado,
para el estudio de grafos y circuitos. Terminaremos con
un juego, el MASTER MIND, como aplicacién de lo visto

a lo largo del capitulo.

¢QUE ES UN CONJUNTO?

Como todos sabemos, no es mas que una coleccion de elementos. He-
mos de resefiar que para simplificar los programas, se trataran conjuntos
numéricos. Queda a gusto del lector probar con otro tipo de datos.

Empecemos con la relacion de pertenencia, sabiendo que un elemento
pertenece a un conjunto si esta en él. Por tanto, no hay mas que buscarlo
en dicho conjunto. Observe el programa:

10
20
30
40
S0
60

INPUT “INTRODUZCA NUMERO DE ELEMENTOS DE A: "§N
DIM A(N)

PRINT "INTRODUZCA ELEMENTOS DE A:"

FOR J=1 TO N

INPUT A(T)

NEXT J
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70 INPUT "INTRODUZCA DATO A BUSCAR: “;B

80-FOR J=1 TO N

0 IF A(I)=B THEN FRINT Bj" ESTA EN A":G0T0 999
100 -NEXT J

110 PRINT Bs;" NO ESTA EN A"

2?99 END

Loégicamente lo primero a efectuar es la entrada al ordenador de los ele-
mentos pertenecientes al conjunto.

Después observara que aparte de pedir el dato buscado, se produce un
proceso reiterativo de lectura-comparacion. De esta forma, se lee uno a
uno cada elemento del conjunto (Tabla), buscando el deseado. Si se en-
cuentra, ya se sabe que pertenece; en caso contrario, si al recorrer toda la
tabla no hay éxito, la respuesta seria negativa.

Este proceso de busqueda de un elemento es aplicable a los ficheros.
Como informacién al lector mas avanzado, existen varios métodos. Esto
se justifica al intentar ganar tiempo en estas busquedas *.

Procedamos ahora a analizar el concepto de inclusion. Un conjunto estéa
incluido en otro si todos sus elementos estan en el otro. Segin esto no hay
mas que repetir el proceso de busqueda para cada uno de los elementos
del conjunto.

Fijese en el programa siguiente:

10 REM BUSCA SI B ES SUBCONJUNTO DE A FPOR FCO.
MORALES

20 INPUT “INTRODUZCA NUMERO DE ELEMENTOS DE A 3N
30 DIM AWM

40 FRINT "INTRODUZCA ELEMENTOS DE A:"

S0 FOR J=1 TO N

&0 INFUT A(T)

70 -NEXT J

80 INFUT “INTRODUZCA DIMENSION DE B: “jM

?0 DIM B((M)

100 PRINT "INTRODUZCA ELEMENTOS DE Bt "
110-FOR J=1 TO M

120 INPUT B(J)

130 NEXT J:LET X=0

40 FOR—TI=1"TO0 N

150 FOR J=1 TO M

* N. del A.: El estudio de los diversos métodos y la eleccion para cada tipo de estructura
es algo muy estudiado por los expertos. Recomendaria, a los interesados en el tema, la lec-
tura del libro de Algoritmos+Datos=PROGRAMA, en donde encontrara informacion sobre
ello.
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160 1IF B(I)=A(Il) THEN LET X=X+1
170 NEXT J:NEXT I

i80 IF X>=M THEN PRINT

200
190 PRINT "B NO ESTA INCLUIDO EN A"
200 END

Como vera, no tiene gran complicacion este programa.
Estudiemos ahora las operaciones de la unién y la interseccion. Para
ello se necesita otra tabla que sea el resultado.
En el caso de la interseccion hay que buscar los elementos comunes.
Aprovechando el programa de la inclusion, se obtendra facilmente la
solucion.
La interseccion sera repetir la operacion de busqueda de la inclusion,
con la diferencia ahora de que se iran colocando en una tercera tabla los
elementos comunes. Esta sera la solucion:

10
20
30
40
S0
&0
70
80
0

INPUT- "INTRODUZCA NUMERO DE ELEMENTOS DE At
LET Z=0:DIM A(N)

FPRINT “INTRODUZCA ELEMENTOS DE A:"

FOR J=1 TO N

INFUT AW

NEXT J

INPUT "INTRODUZCA DIMENSION DE B: ";M

DIM B(M)

FRINT "INTRODUZCA ELEMENTOS DE E: "

100 FOR J=1 TO M
110 INPUT B(J)

120

NEXT J

130 LET X=M:IF N>M THEN LET X=N

140 DIM CX) -

150 FOR J=1 TO M

160 FOR I=1 TO N

170 IF A(I)=B(J) THEN LET Z=Z+1:LET C(Z)=A(I)
180 NEXT I

190 NEXT J

200 FPRINT “LA INTERSECCION DE A Y B ES:"
210 FOR I=1 TO Z

220 PRINT C(ID)

230 NEXT I

299 END

"B ESTA INCLUIDO EN A":GOTO

II‘N

La union la apoyaremos en la interseccién. El resultado de la unién se
almacenara en una tabla cuya dimensiéon maxima sera (N+M). El camino
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mas facil consistira en copiar directamente los elementos de uno de los
conjuntos a la matriz solucién. Posteriormente, con el otro se efectua el
proceso de busqueda para cada uno de sus elementos. Si se halla, quiere
decir que pertenece a la interseccion; por tanto, no es necesario repetirlo
en union. En caso contrario, se transportan a la tabla unién creada.

10 INPUT "INTRODUZCA NUMERO DE ELEMENTOS DE A: "“;N
20 DIM A(N):LET Z=0

30 FRINT "INTRODUZCA ELEMENTOS DE A:"
40 FOR J=1 TO N

SO INPUT AW

60 NEXT J

70 INFUT "INTRODUZCA DIMENSION DE B: "M
80 DIM B(M)

20 PRINT "“INTRODUZCA ELEMENTOS DE B:*“
100 FOR J=1 TO M

110 INFUT B(I)

120 NEXT J

130 DIM S{(N+M)

140 FOR J=1 TO M

150 FOR I=1 TO N

160 IF B(J)=A(I) THEN GOTO 190

170 NEXT I

180 LET Z=Z+1:LET S(N+Z)=B(J)

190 NEXT J

200 FOR I=1 TO N

210 LET S(D)=A(I)

220 NEXT I

230 PRINT "“LA UNION DE A Y B ES:*“

240 FOR J=1 TO N+Z

250 PRINT S(I)

260 NEXT J

999 END

Ya se han hecho las operaciones basicas de la teoria de conjuntos. An-
tes de seguir con el producto cartesiano y las relaciones de elementos, va-
mMos a crear un programa «sort».

Un sort es un proceso conducente a la ordenaciéon de datos, ya sea de
un conjunto, un fichero, etc. Aqui nos vamos a centrar en un conjunto (por
logica realmente estamos haciendo la clasificacién de una tabla).

El método mas simple, y mas largo, es el de la «baraja», asi llamado
por su semejanza al proceso realizado cuando se ordena una baraja de
naipes.

Si nosotros cogemos un mazo de cartas para su ordenacion, podremos
ver solamente dos a la vez. Es decir, en un momento determinado se com-
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para por pares. Fruto de esta comparacion, nos quedaremos con la mas
alta (vamos a ordenar de mayor a menor). Una vez elegida la mayor, com-
paramos ésta con la siguiente, repitiéndose el proceso hasta terminar la
baraja.

De esta manera, al final de una pasada completa, esta colocada la ma-
yor en primer lugar. Repitiendo todo el proceso para conseguir la segun-
da mas alta; para ello no empezamos desde la primera, sino ya desde la se-
gunda. Se reiteraria el proceso N-1 veces. El proceso seria el siguiente:

10 INPUT "INTRODUZCA NUMERO DE ELEMENTOS DE A: "N
20 DIM AN) :
20 PRINT “INTRODUZCA ELEMENTOS DE A:"

40 FOR J=1 TO N

SO INFUT AT

60 NEXT J

70 FOR K=1 "TO N

80 FOR J=1 TO K -
0 IF AK)I<A(J) THEN LET X=AK):LET AKI=A(J)ILET
A(T)=X

100 NEXT J

110 NEXT K

120 PRINT "EL SUBCONJUNTO ORDENADO QUEDA:"

130 FOR I=1 TO N

140 FPRINT A(l)

150 NEXT I

999 END

Desde la instruccién 60 a la 100, se produce el intercambio. Si la carta
mayor hasta ese momento es mayor o igual que la leida, sigue conservan-
do su trono. El caso de cartas iguales quedaria de esta forma solucionado,
ya que seria mayor la que antes se leyera.

Para obtener el producto cartesiano de dos conjuntos se define una ma-
triz cuadrada A(N,N), de tal forma que diremos que si dos elementos I y J
estan relacionados, el valor A(1,J) es 1; en caso contrario es nulo.

Este procedimiento de operacién es muy util a la hora de operar con
la teoria de grafos y en el estudio de circuitos por medio del ordenador.
Veremos basicamente como jugar con ello, pero a los interesados aconse-
jaria profundizar en el tema.

El siguiente programa analizara si una relacion es de equivalencia. Para
ello debera ser: simétrica, reflexiva y transitiva. Estas tres condiciones son
imprescindibles; en el momento que una de ellas no se cumpliera no ha-
ria falta seguir. Nuestro micro no sabe nada de conjuntos y como siempre
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tendremos que proporcionarle el algoritmo correspondiente. Observe el
programa:

10 INPUT "INTRODUZCA DIMENSION DE C: "3N
20 DIM C(N,N)

30 PRINT “INTRODUZCA LOS PARES DE ELEMENTOS RELACCIONADOS A,E 1"

30 INPUT A, B

45 LET C(A,B)=1

50 INFUT "MAS DATOS (S/N) "3A%

60 1F A$="SI1" THEN G010 40

70 FOR J=1 TO N

80 IF C(J,3)<>1 THEN PRINT “NO CUMPLE LA PRIPIEDAD REFLEXIVA":GOTO 999
85 NEXT J

S0 FOR-J=1 TO N

100 FOR I=1 TO N

110 1IF C(J,1)<>C(1,J) THEN PRINT "NO CUMPLE LA SIMETRICA":GOTO 999

120 NEXT T

130 NEXTJ

{40 FOR J=1 TO N

150 FOR I=1 TO N

160 FOR k=1 TO N

170 1F A, D=1 AND ACI,K)=1 AND A(I,K)=0 THEN PRINT “NO CUMPLE LA TRANSITIVA":6
oT0 999"

180 NEXT K

190 NEXT I

200 NEXT J

999 END

Entendemos que esta bastante claro el proceso. Se ve claramente que
en el momento que un elemento no cumple una propiedad, el conjunto
no la cumple y, por tanto, la relacion de equivalencia no se produce. Prue-
be con otro tipo de relaciones.

Dejando las teorias, juguemos un poco aplicando lo visto anteriormen-
te. Ensefiemos a nuestro ordenador el MASTER MIND o mas conocido
como el juego de los nimeros o de los colores. Consiste en introducir al
ordenador una combinacién de cinco numeros, y otro jugador tendra que
ir probando hasta averiguarla. El ordenador le ira diciendo los muertos y
los heridos (aciertos en color y posicién o aciertos solo en color sin que
coincida la posicion indicada para dicho color).

10 - DIM A(S) +B(5)

20 PRINT “INTRODUZCA LA COMBINACION SECRETA"
30 FOR J=1 TO S

40 - INFUT AL

SO-NEXT -J

60 CLS :REM PARA COMMODORE CAMEBIAR FOR PRINT "L[SHI
FT-HOME]"

70 FPRINT "INTRODUZCA COMEINACION"

80 FOR J=1 TO §

SO INPUT B (J)

100 NEXT J
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110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
999

LEM M=0:LET H=0

FOR K=1 T0O S

IF A(K)Y=B(K) THEN M=M+1

NEXT K

FOR J=1 TO &

FOR L=1 TO S

IF L=J THEN GOTO 190

IF A(J)=B(L) THEN LET H=H+1:G0TO 200
NEXT L

NEXT J

PRINT "“MUERTOS: "“3M;" HERIDOS: "“;H
IF M=5 THEN PRINT "LO LOGRO":GOTO 999
LET M=0:LET H=0:60T0 70

END

Las condiciones adicionales que se han impuesto en el programa son:
que se juegue con numeros y que no valga repetir. Si se atreve, pruebe con
colores (solo tiene que definir las tablas alfanuméricas) y repitiendo

colores.
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COMPLEJOS ==

pesar de lo que su nombre pueda sugerir, realmente los
complejos no son tan «complejos», sino que las operacio-
nes necesarias para su manejo predisponen al equivoco.
En sumas y restas lo mas facil es la forma binémica; en
cambio, en productos, divisiones y exponenciales lo mas
correcto es la forma polar. El trasiego de operaciones in-
termedias para trasvasar de una forma a otra origina, mu-
chas veces, fallos. Todo aquel que haya trabajado con com-
plejos, sobre todo en su aplicacién a circuitos de corrien-
te alterna, nos comprendera.

Se intentara evitar todo este trasiego consiguiendo que nuestro orde-
nador trate adecuadamente el tema. Nos encontraremos con que nuestro
equipo comienza a poner pegas. La primera consiste en el uso de las fun-
ciones trigonométricas; €l trabaja en radiones, nosotros mas cominmente
en grados. Existe un comando en BASIC llamado DEG, que se encarga de
la mision de pasar de una unidad de medida a la otra. Pero puede ocurrir
que un determinado modelo no lo tenga (jno todos son tan listos!). Para
ello, facilitémosle su tarea, creando unas subrutinas que se encarguen de
esta tarea.

10 REM PASO DE GRADOS A RADIANES
20 INPUT "“INTRODUCIR GRADOS: "“3;G6
30 LET R=G%2%3.14159/360

40 PRINT "EN RADIANES ES "3R

10 REM PASO DE RADIANES A GRADOS
20 INPUT "INTRODUCIR RADIANES: "R
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30 LET G=R%360/(2%3.1415%9)
40 FPRINT "“EN GRADOS ES: ";G6

La base de esas subrutinas es una simple regla de tres, teniendo como
datos fijos 2y 360°.

Ya no tendra problema con los angulos; ahora pasemos a operar con
complejos. Hemos dicho que necesitaremos pasar de una forma binémica
a polar y viceversa. Programémosle primero para realizar el paso de biné-
mica a polar, utilizando nuestra rutina de traspaso radiones-grados.

10 REM PASO DE BINOMICA A FOLAR

20 INPUT “INTRODUZCA DATOS (A,B): “;A,B

30 LET M=SQR(A™Z2+B™2)

40 LET F=ATN(A/B)

50 LET B=F*#360/(2%3.1415%)

60 PRINT “EL COMPLEJO EN FORMA FOLAR ES: “;M;"“/";F

Se han aplicado las formulas de paso de nameros complejos. El modu-
lo (30) y la fase (40) se calculan directamente a partir de A y B. El proceso
inverso es claro, simplemente hay que invertir los papeles segun estas dos
férmulas:

A=M Cosa
B=M Sena

10 REM FASO DE FOLAR A BINOMICA
20 INPUT "INTRODUZCA LOS DATOS (MODULO,FASE): ";M,

30 LET A=M*COS (F)
40 LET B=M*SIN(F)
S50 PRINT "EL BINOMIO RESULTANTE ES: ";A;"+"3;B

Estamos utilizando la funcion ATN (arcotangente); si en su modelo no
existe, debe haber una similar; sustituya ATN por su funcion.

Ya podemos hacer todas las transformaciones necesarias. Indicamos al
principio que para la suma y resta de quebrados la forma binémica era la
mas adecuada. Observe como se hace, ya que el complejo suma (resta) no
es mas que la suma (resta) de los respectivos términos de los dos comple-
jos a sumar (restar).
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10 REM SUMA Y DIFERENCIA EN FORMA BINOMICA

20 INFUT "INTRODUZCA PRIMER OFERANDO EN FORMA BIND
MICA: ";Al,B1

30 INPUT "INTRODUZCA SEGUNDO OFERANDO EN FORMA BIN
OMICA: “;A2,B2

40 PRINT “LA SUMA DE LOS DOS COMPLEJOS ES: ";A1+A2
;ll, ";BI+BZ

50 PRINT "LA RESTA DE LOS DOS COMFLEJOS ES: “jAl-A
25", ";B1-B2 :

Sencillo, ¢no cree?
Sigamos con la multiplicacién, division y exponenciacion:

10 REM MULTIFLICACION, DIVISION Y EXPONENCIACION
20 INPUT "INTRODUZCA PRIMER OFERANDO EN FORMA FOLA
Re—YyMiyFl

30 INPUT "“INTRODUZCA SEGUNDO OPERANDO EN FORMA FOL
AR: "§M2,F2

40 PRINT "LA MULTIFLICACION ES: "jM1#M2;",";F1%F2
50 PRINT "LA DIVISION ES: "jMi/M25","3;F1/F2

60 INPUT “INTRODUZCA EXPONENTE: ";C

70 PRINT "EL FPRIMER OPERANDO ELEVADO A ";C; "ES ";
Ml/'ﬂci Il/ll;Flﬁ.c

Tampoco tiene problemas porque en forma polar es muy facil realizar
estas operaciones, utilizando las siguientes formulas:

M1l a*M2|B =M1*M2 o+ B
M1 a/M2|B'=M1/M2 o—B
(M1La)*=M1*_Xa

Ya tenemos todo lo necesario para crear nuestro superprograma que
opere cualquier niimero complejo, venga en la forma que sea. Para ello bi-
furcaremos a una determinada direccion dependiendo de la operacion a
realizar, analizando la forma de los operandos, transformandola en la mas
adecuada para operar.

10 REM OPERACIONES CON NUMEROS COMFLEJOS
20 INPUT “INTRODUZCA FORMA DE LOS DATOS (B=BINOMIC
A,FP=FOLAR): ";A%
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30 INPUT “INTRODUZCA PRIMER OPERANDO: “;A1,Bi
40 INPUT "INTRODUZCA SEGUNDO OPERANDO: “;A2,B2
50 PRINT "ELIJA OPERACION: ":PRINT

&0 PRINT "1.- SUMA"

70 PRINT "2.- RESTA"

80 PRINT “3.- MULTIPLICACION"

90 PRINT “4.- DIVISION“

100 INPUT O

110 IF O=1 THEN GOTO 200

112 IF 0=2 THEN GOTO 300

114 IF 0=3 THEN GOTO 400

116 IF 0=4 THEN GOTO S00

120 END ,

200 IF A$="P" THEN GOSUB 600

210 LET AS=A1+A2

220 LET BS=B1+B2

230 PRINT "LA SUMA EN FORMA BINOMICA ES: ";AS,BS
240 GOTO 999

3200 IF A$="P" THEN GOSUB &00

310 LET AS=A1-A2

320 LET BS=B1-B2

330 PRINT "LA RESTA EN FORMA BINOMICA ESt "§AS,BS
340 GOTO 999

400 IF A$="B" THEN GOSUB 700

410 LET AS=A1%A2

420 LET BS=B1%B2

430 PRINT “LA MULTIPLICACION EN FORMA POLAR ES: ";
AS, BS

340 GOTO 999

500 IF A$="B" THEN GOSUB 700

510 LET AS=A1/A2

520 LET BS=B1/B2

530 PRINT “"LA DIVISION EN FORMA POLAR ES: “;AS,BS
540 GOTO 999

600 LET M1=A1!LET M2=A2

610 LET A1=M1*COS(B1)LET B1=M1%*SIN(B1)

620 LET A2=M2%COS (B2):LET B2=M2*SIN(B2)

630 RETURN

700 LET X1=A1:LET X2=A2

710 LET A1=SAR(X1~2+B1°2)

720 LET A2=SQR (X2~2+B2~2)

730 LET B1=ATN(X1/B1)

740 LET B2=ATN(X2/B2)

750 RETURN

999 END

Hemos dejado para lo ultimo la radicaciéon de un complejo. El motivo
es que aparece un fenémeno curioso en esta radicacion. Con complejos,
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la raiz N da lugar a N raices, separadas 360°/N una de otra. El programa
calcula el valor de estas raices hasta un N; fijese como el modulo y el 4n-
gulo de fase disminuyen, ya que

V(MLa) = /M o/N.

REM RADICACION DE UN NUMERO COMFLEJO
INPUT "INTRODUZCA COMFLEJO EN FORMA FPOLAR: ";M,
INPUT “INTRODUZCA NUMERO TOPE DE RADICACION: "j

PRINT "MODULO", "DESFASE"
pRINT W n’u__ "
FOR J=1 TO N

PRINT M~ (1/J),F/J

NEXT J

INTRODUZCA COMPLEJO EN FORMA FPOLAR: 128 S0
INTRODUZCA NUMERO TOFE DE RADICACION: 10

MODULO DESFASE
====== 1 & &+ ++ 3
128 S0
11.313708498983 29
5.0396841995786 16. 666666666667
3.3635856610146 12.5
2.63920158215456 10
2.24492409661846 8.3333333333333
1.9999999999998 7.1428571428571
1.8340080864092 6.25
1.7144879657061 5. 9555555555556
1.6245047927123 S

Este programa graficamente es bastante interesante. Como las ins-
trucciones graficas de un micro a otro varian, vamos a indicarle cémo
hacerlo: pruébelo. Seguin aumenta N, las circunferencias formadas por
las raices van siendo mas pequenas y los radios que unen el centro con
las raices se juntan. Dibuje una circunferencia por cada valor del radio
(R=\/médulo), y coloque los puntos de las raices; tenga en cuenta que
tendran que ir girando 360°/N. Pruébelo, le gustara como queda.
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POLIGONOS =

STAMOS consiguiendo progresos en nuestro micro; inten-
temos ahora introducirle las formulas de geometria para
descargar nuestra memoria, ya que la suya funciona me-
jor. No por capacidad; la capacidad del hombre no es com-
parable a ninguno de los grandes monstruos de ordena-
dores, sino por estar mas «despejada».

Juguemos primero con los pequenos poligonos, cua-
drados, trapecios, rombos y rectangulos (los triangulos los
: trataremos en el siguiente capitulo).

Hagamos que el ordenador nos vaya interrogando hasta tener los datos
necesarios para el calculo del area. Esta se calculara aplicando las super-
conocidas férmulas geométricas respectivas; si no las recuerda en este mo-
mento, las encontrara en las lineas 110, 210, 310 y 410.

10 REM CALCULO DE AREAS DE CUADRILATEROS

20 PRINT "ELIJA OFCION"

30 PRINT "“i.- CUADRADO"

40 PRINT "2.- RECTANGULO"

50 FPRINT "3.- ROMBO"

&0 PRINT "4.- TRAFECIO"

70 INFUT O

80 IF 0«1 OR 0>3 THEN RUN

20 IF 0=1 THEN INPUT “INTRODUZCA LADO: "“3L :LET A=L
*L

100 IF 0=2 OR 0=3 THEN INFUT "INTRODUZCA LADOS: "j
AsBILET A=A*B

110 IF 0O=4 THEN INPUT "“INTRODUZCA DIAGONALES: “;Di
sD2:LET A=D1%D2/2

120 PRINT "EL VALOR DEL AREA ESB: "§A

999 END
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Vamos a «jugar» ahora con el circulo. En él se dan conceptos (segmen-
to, corona, etc.) no tan habituales y utiliza formulas en el programa para
que nuestro ordenador aclare la situacién. Vamos a emplear un «<MENU»:
que es un buen método para elegir opciones. También se utilizan las ins-
trucciones ON GOSUB y ON GOTO para bifurcar segun la opcién teclea-
da. El ordenador nos ira pidiendo los datos necesarios a medida que los
necesite; al igual que en el anterior programa, encontrara las férmulas apli-
cadas en el propio programa.

10 REM CALCULD DE AREAS DE UN CIRCULO

15 LET PI=3.14159

20 FRINT "ELIJA OFCION"

30 PRINT "1.- CIRCULO"

40 PRINT "2.- SECTOR CIRCULAR"

SO PRINT "3.- SEGMENTO CIRCULAR"

60 PRINT “4.- TRAFPECIO CIRCULAR"

70 FRINT "S.- CORONA CIRCULAR"

80 INPUT O

85 IF 0<i OR 0>5 THEN RUN

90 PRINT: INFUT “RADIO: "“3;R

100 IF O=1 THEN LET A=FI*R"2

110 IF O=2 THEN INFUT "INTRODUZCA EL ANGULO EN RAD
IANES: ";AN:LET A=AN*R"2/2

120 IF O0=3 THEN INFUT "“INTRODUZCA EL ANGULO EN RAD
IANES: "jAN:LET A=(AN-SIN(AN))*R™~2/2

130 IF O0=4 THEN INFUT "INTRODUZCA EL RADIO MENOR:
"sR1: INFUT "INTRODUZCA EL ANGULO EN RADIANES: ";AN
SLET A=AN* (R™2-R1°2)/2

140 IF 0=3 THEN INFUT "INTRODUZCA EL RADIO MENOR:
"$R1:LET A=(R"2-R1"2)*F1I

150 PRINT "EL VALOR DEL AREA ES: ";A

999 END

Como se observara, se ha utilizado la técnica de ir preguntando al usua-
rio del programa por los datos necesarios, en vez de exigirle que los intro-
duzca. Esta técnica es muy util cuando van a utilizar el programa personas
que no conocen el ordenador ni el proceso seguido en su programacion.

A continuacién vamos a ver como calcular el area de un poligono to-
mando como dato el radio de la circunferencia circunscrita. Si mantene-
mos fijo éste y aumentamos el namero de lados, resulta que el area del po-
ligono se acerca al de la circunferencia. Si incrementamos mucho el nua-
mero de lados llegara un momento en que el poligono y la circunferencia
se confundan. Veamos esto con el siguiente programa. Imprimimos cada
N veces para no hacer muy grande la solucién.
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20

REM CALCULO DEL AREA DE UN POLINOMIO CIRCUNSCRI

INPUT "INTRODUZCA VALOR DE N: "j;N
INPUT “RADIO: “3R

PRINT “LADOS", “AREA"

PRINT "=====",'"s=z==="

FOR J=3 TO N

LET F=2%3.14159/J

LET B=2*R*SIN(F/2)

LET H=SQR(R"2-(B/2)"2)

LET A=J*B*H/2

PRINT J,A

100 NEXT J
110 PRINT "EL AREA DEL CIRCULO ES: "33.14159*R™2
999 END

Fijese en el resultado obtenido por nuestro programa.

Resultado para
n=35.

Este vértice es fijo
y a partir de él se
hacen los lados.

INTRODUZCA VALOR DE N: 40

RADIO: 3
LADOS AREA
3 11.691354892223
4 17.999999999984
S 21.39876423659
1) 23.382673961017
7 24.627676B07361
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8 25.455827235369

e 26.032879897392
10 26.450317031966
i1 26.761700372974
12 26.999979317312
13 27.186284417824
14 27.33465404719

15 27.454701590042
16 27.55318506591

17 27.634965193729
18 27.703609167352
19 27.761782028703
20 27.811506780321
21 27.854341160547
22 27.891500212395
23 27 . 923942818065
24 27 .952433802536
25 27.977589174046
26 27.99990953331S5
= 28.01980505665

28 28.0376143949468
29 28. 053612123585
30 28.068054899976
31 28.081120158934
32 28.092982946908
33 28. 1037863346796
34 28.113652750271
35 28.122687432276
36 28. 130981262567
37 28. 138613044806
38 28.145651381422
39 28.152156217498
40 28.158180118964

EL AREA DEL CIRCULO ES: 2B.27431

Esta aproximacién se nota mas graficamente. Como sucedia con los
complejos, el procedimiento es dibujar la circunferencia, y colocar los vér-
tices girando con el angulo 360°/N; después unir dos a dos éstos. El pro-
grama resultante lo encontrara en el programa siguiente:

10 REM GRAFICA DE POLIGONOS CIRCUNSCRITOS FOR FCO.
MORALES

20 CLS:*REM EN EL COMMODORE PONER PRINT "[SHIFT-HOM
E]ll
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I0 INPUT "INTRODUZCA VALOR INICIAL: “3Ti

40 INPUT "“INTRODUZCA VALOR TOFE: “;T2

S50 SCREEN 2:REM °*SCREEN 2°'<-- VALIDO PARA M.S.X.,

PARA EL I.B.M. CAMBIARLO FOR 'SCREEN 1', Y QUITARL
0O PARA SPECTRUM Y AMSTRAD

60 FOR J=0 TO 2%3.14159 STEP .07

70 PSET (70+70%C0S(J) 4 70+70%SIN(J)):REM *PSET® {--

VALIDO PARA M.S.X. e I.B.M., PARA LOS DEMAS CAMBIA
R EL *PSET*® POR °'FLOT®

80 NEXT J

SO-—FOR I=T1 TO T2

100 LET A=70+70%C0OS (0) :LET B=70+70#SIN(O)

110 PSET (AyB):REM *PSET®*<-- VALIDOD PARA M.5.X. e

I1.B.M., PARA LOS DEMAS CAMBIAR EL °'FSET® POR °*FLOT
L]

120 FOR J=1 TO I

130 LET X=70+70%C0S (&.2832/1+%J)

140 LET Y=70+70%5IN(6.2832/1%J)

150 LINE -STEP (X-A,Y-B):REM 'LINE -STEP®'<{-- VALID

0O PARA M.S.X e I.B.M., EN EL AMSTRAD SUSTITUIR FOR
'DRAWR?’ Y EN EL SFECTRUM FOR °’DRAW’

160 LET A=X

170 LET B=Y

180 NEXT J

PONEXT—T

200 GOTO 200
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TRIANGULOS =

N el capitulo anterior vimos la manera de calcular las
areas de los distintos poligonos. No abordamos en él los
triangulos, debido al tratamiento especial que le vamos a
dar a este tema. Esta figura es la mas estudiada por los ma-
tematicos, y base de los célculos realizados en las demas.
Trataremos las funciones trigonométricas; éstas represen-
tan relaciones existentes entre los lados y angulos de un
: = triangulo.

— Empecemos creandonos nuestra propia subrutina para
el calculo del seno. Nos basaremos en el desarrollo de Taylor:
X5 X7 X@n+1)

- ]\n—=1 %
5! + 7! +=D 2n+1!

Sen(x)=X—

En esta expresion obtendremos mejor o peor aproximacién dependien-
do de la cantidad de términos que tomemos; cuanto mayor sea ésta, mas
exacto sera nuestro calculo. Para nuestro proceso necesitamos primero
calcular el factorial de un namero; lo veremos levemente, ya que en el ca-
pitulo 12 lo trataremos con profundidad.

Lo interesante de este programa, a partir del calculo del seno, es:

1.° Conocer el factorial de un numero.
2.° El manejo de un proceso reiterativo controlando el final.
3.° Lacreacion de subrutinas que faciliten la resolucion de un pro-
blema complejo.
A continuacién aparecen el programa y el organigrama 4.

10 REM CALCULO DEL VALOR DEL SENO
20 INPUT “INTRODUZCA VALOR DE X: ";X
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30 LET SN=0

40 LET N=0O

45 LET AN=0

S0 GOSUB 300

&0 LET SN=SN+((—1)"(N) * (X" (2*N+1)) /FA)
70 IF ABS (SN-AN)<SE-05 THEN PRINT "EL VALOR BUSCAD
0 ES "“3SN:GOTO 100

80 LET N=N+1:LET AN=SN

0 GOTO S50

100 END

300 REM CALCULDO DEL FACTORIAL

310 LET FA=1:1IF N=0O THEN RETURN

320 FOR J=1 TO N*2+1

330 LET FA=FA*J

340 NEXT J

-3S50 - RETURN

Organigrama 4



Como observara, el programa se compone de un proceso reiterativo ba-
sado en Seno=Seno+(—1)""! * X2»*1/FACTORIAL, siendo el segundo
seno el acumulado hasta el momento. El error vendra dado por la diferen-
cia entre el hallado y el calculado anteriormente. Si esta diferencia es mi-
nima (<0,005), ya no es necesario seguir. La subrutina factorial (300-360)
se estudiara mas adelante.

Comenzaremos con el triangulo, rectangulo dada su simplicidad, gra-
cias al angulo recto que tiene. Existen cinco posibles incégnitas, dos an-
gulos y los tres lados; necesitamos dos para conocer las demas, una de és-
tas debe ser un lado. La razén es logica, conocido los tres angulos s6lo po-
demos saber la proporcion entre los tres lados; haria falta un lado para
calcular los otros dos. Haremos que nuestro micro nos vaya pidiendo los
datos iniciales, él después hara los calculos. Existe una .primera parte (10
a la 96) en la que se interrogara sobre la clase de datos disponibles, bifur-
cando, segun éstos, a la direcciéon de programa adecuada. En los diferen-
tes puntos a los que se ha bifurcado se pediran los datos a aplicar en las
formulas. Como en todos los programas de geometria, los procesos de
calculo no tienen dificultad alguna, pues se limitan a incluir en la linea de
programa correspondiente la férmula matematica que corresponda apli-
car. '

10 REM CALCULD DE AREA FARA TRIANGULO RECTANGULO
20 INPUT “CONOZCO LA HIPOTENUSA(S/N): “3S$

30 IF S$="8" THEN LET HI=1

40 INFUT "CONOZCO UN CATETO(S/N): ";5%

S50 IF S%="8" THEN LET CA=1

60 IF HI=1 AND CA=1 THEN GOTO 100

7O INPUT “CONOZCO LOS DOS CATETOS(S/N): ";S8%

80 IF S$="8" THEN GOTO 200

0 INFUT "CONOZCO UN LADD Y UN_ANGULO(S/N): ";5%
95 IF S$="8" THEN GOTO 300

26 PRINT “NO HAY DATOS SUFICIENTES":G0TO 999

100 INPUT "INTRODUZCA HIFOTENUSA Y CATETO: ";A,B
110 LET C=SQR(A"2-B"2)

120 LET AA=ATN(B/C)

130 LET AB=ATN(C/B)

140 GOTO 400

200 INFPUT "INTRODUZCA LOS DOS CATETOS: "3B.C

210 LET A=5QR(B"2+C"2)

220 LET AA=ATN(B/C)

230 LET AB=ATN(C/B)

240 GOTO 400

300 INFUT "INTRODUZCA LADO Y ANGULO: ";BsAB

310 LET C=B*TAN(AB)

320 LET A=SQR(B"2+C"2)
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- Z30 LET AA=ATN(B/C)

400 PRINT "LOS LADOS SON: "5As" ";B3" ";
410 PRINT “LOS ANGULOS SON: “;AA;“ “;AB
999 END

No hemos tenido inconveniente en abusar de IF y GOTO, para simpli-
ficar el razonamiento. Bifurca por un MENU y por un ON GOSUB o un
ON GOTO. Acostumbrese a razonamientos simples para mejorarlos con las
herramientas que su equipo le permita. Tenga en cuenta que los IFy GOTO
existen en todos.

Como en el tema 15 (Espacio vectorial CF) veremos estos conceptos,
ahora investigaremos solo las alturas para el calculo de las areas. Aiiadien-
do al programa anterior estas instrucciones, obtendremos el valor del area.
Ahora bien, como el que trabaja es nuestro micro, aprovecharemos para
que nos compare los tres posibles del area; segun se calcule con una u
otra altura, l6gicamente deben coincidir.

10 REM CALCULO DEL AREA DE UN TRIANSULO CUALQUIERA
20 INFUT “INTRODUZCA LOS TRES LADOS: “3A,;E,C

30 LET P=(A+B+C) /2

40 LET D=P*(P=A) % (P=B) ¥ (P=C) —

S0 LET S=S@R(D) :

40 LET AA=2#S/A

70 LET AB=2x%S/E =

80 LET AC=2#%5/C :

100 PRINT "EL AREA CALCULADA CON EL LADD A ESt ";A

AxA . :

110 PRINT “EL AREA CALCULADA CON EL LADO B ES: “3A
B*B - - - - e : ——

120 PRINT "EL AREA CALCULADA CONEL LADD T ESY "§A
CxC ~ —— —_———

Si introduce cualquier valor, comprobara como coinciden las areas; en
caso contrario, es que hay algun error: verifique sus procesos.
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10
20
30
40
S0
&0
70

80

RESOLUCION @
DE ECUACIONES (I)=O

RATAREMOS de conseguir que nuestro ordenador sea ca-

paz de resolver ecuaciones de primer grado de una y dos

———— incognitas. Lo iniciaremos con algo facil: sacar una tabla
» de valores segun su ecuacién.

REM TABLA DE VALORES DE UNA FUNCION
DEF FNA(X)=2%X—-4

INPUT “INTRODUZCA HASTA QUE X DESEA: "§N
PRINT llxll’ IIYII

PRINT- *=*, ="
FOR J=1 TO N
PRINT J,FNA(J)
NEXT J

999 END

Si ejecutamos el programa anterior en nuestro microordenador, obten-
dremos los siguientes resultados:

INTRODUZCA HASTA QUE X DESEA: 10

X

X
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“

4
S

6 8
7 10
8 12
9 14
10 16

Supongamos que queremos saber para qué valor de X sucede que Y=0;
es decir, cual es la sclucién de la ecuacion. Lo mas facil sera resolverla des-
pejando la X:

B
&=—F

No tendria ningin mérito introducir esta férmula en nuestro or-
denador.

Lo primero, porque hay que buscar una solucién valida para otros ti-
pos de ecuaciones, no simplemente para una recta. Y lo segundo, porque
no tendria sentido alguno hacer trabajar nuestro ordenador para tal
menudencia.

Si el coeficiente de la X no es igual a 0, la recta tiene que cortar en al-
gun punto al eje X. Este punto de corte es la solucién de nuestra ecuacion.
En este punto la recta queda dividida en dos partes: una positiva y otra ne-
gativa. (Cémo solucionarlo?

Para ello nos basaremos en un método matematico que consiste en to-
mar dos valores de la recta, uno positivo y otro negativo. Esto querra de-
cir que la solucién se encuentra entre estos dos. Dividimos el intervalo for-
mado por estos dos puntos en dos partes iguales. Calculamos el valor del
punto medio; si es negativo, tomariamos el intervalo formado por el ex-
tremo positivo y el punto medio. Si, por el contrario, fuese negativo, el pro-
ceso seria inverso. De esta forma, nuestra solucidon se encontraria en este
intervalo, con lo cual hemos reducido a la mitad el nimero de puntos. Si
repetimos este proceso llegara un momento que el intervalo quedara re-
ducido a un punto, ésta es la solucion.
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Si tuviéramos que hacerlo a mano, nos volveriamos viejos operando.
Utilicemos a nuestro ordenador como un trabajador infatigable. El orga-
nigrama resultante sera:

Organigrama 5
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Traspasando el organigrama 5 a programa:

10 REM CALCULO DE LA SOLUCION DE LA ECUACION

15 DEF FNA(X)=2%X-4

20 INFUT “INTRODUZCA DOS VALORES DE X: "3X1,X2

30 IF (FNA(X1)*FNA(X2))>0 THEN PRINT “TIENEN EL MI
SMO SIGNO":GOTO 20

40 LET M=(X1+X2)/2

45 PRINT FNA (M)

SO IF FNA(M) =0 THEN PRINT “LA SOLUCION ES: "“;M:GOT
0 999

&0 IF (FNA(XI)*FNA(M) ) >0 THEN X1=M:GOTO 40

70 X2=M:BOTO 40

999 END

Quiza no vea practico este programa para una ecuacion tan sencilla,
pero si lo aplica a una funcién mas complicada podra obtener los puntos
de corte con el eje X. También es interesante la seleccién de un intervalo
u otro, segun el valor del punto medio; esto le ayudara a la hora de elec-
cién de un camino en un proceso reiterativo.

Notara que preguntamos el intervalo inicial; l6gicamente, si estos dos
datos iniciales dan valores de Y del mismo signo, no nos sirven; habra que
introducir otros: nuestro micro no puede saberlo todo.

Pasemos al caso de dos ecuaciones con dos incégnitas. Lo resolvere-
mos de dos maneras. La primera sera programar al ordenador para que
sea capaz de utilizar los métodos tradicionales: reduccién, sustitucién e
igualacion. Lo prepararemos para reduccion. Para crear la lista de instruc-
ciones seguiremos los pasos matematicos del método. Fijese en el organi-
grama 6 y programa correspondiente:

10 REM METODO REDUCCION
20 INPUT “INTRODUZCA COEFICIENTES AyB Y C (AX+BY+C
) DE LA 1 RECTA: "3;Al,B1,C1
30 INPUT "INTRODUZCA COEFICIENTES A,B Y C (AX+BY+C
) DE LA 2 RECTA: "“;A2¢yB2,C2
40 LET Al=A1%(-B2):LET Ci=Clx*(-B2)
S50 LET AZ=A2%(B1):LET C2=C2*B2
60 LET A=A1+A2:LET C=C1+C2
~ 70 LET X=-C/A
B8O LET Y=(A1xX+C1)/-B1l
F0 FRINT "X="3X
100 PRINT "Y="3VY
110 END
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Organigrama 6

Para el segundo método nos basaremos en el razonamiento hecho para
una incégnita. Indicamos que la solucion del sistema consistia en dividir
la recta en dos partes de distinto signo. Aqui la comparacion es entre dos
rectas. Antes del punto de corte, los valores de una recta son mayores que
la otra; a partir de la solucién, se invierten los papeles. Aprovechando la
deduccién del método para una incognita, comprobaremos no el valor de
Y, sino el valor de la diferencia de los valores de Y. El porqué se debe a
lo dicho anteriormente: si restamos los valores de Y antes del corte, las di-
ferencias seran todas negativas o positivas, y a partir de éste, tomaran los
valores contrarios; luego el razonamiento es valido; tendremos que ir par-
tiendo los intervalos hasta conseguir dar con la solucién. Para ver mejor
el proceso anadiremos una instruccion PRINT que nos vaya informando
de los valores con los que va trabajando el ordenador.

Nuestro programa definitivo:

10 REM CALCULO DEL PUNTO DE CORTE DE DOS RECTAS
15 DEF FNA(X)=2*X-4
16 DEF FNB(X)=X+1
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17 DEF FNC (X)=FNE (X)=FNA(X)
20 INPUT *INTRODUZCA DOS VALORES DE X:
30 IF (FNC(X1)*FNC(X2))>0 THEN PRINT
SMO SIBNO":GOTO 20

40 LET M=(X1+X2)/2

45 PRINT FNC (M)

S0 IF FNC(M)=0 THEN PRINT “LA SOLUCION ES:“;M:BOTO
999

60 IF (FNC(X1)*FNC(M))>0 THEN Xi=M:GOTO 40

70 X2=M:BOTO 40

999 END

" X1y X2
"“TIENEN EL MI

Probémosle con un intervalo pequefio y nos devolveria los siguientes

datos para dos rectas faciles:

Y=2X—4
Y=X+1

En el siguiente programa vienen los resultados que nos devuelve el

ordenador:

60

INTRODUZCA DOS VALORES DE X:
TIENEN EL MISMO SIGNO

INTRODUZCA DOS VALORES DE Xi

2:5

1.25

. 625

3125

- 15625

. 078125

- 0390625
01953125

Q. 765625E-03
4.8828125E-03
2.44140625E-03
1. 220703125E-03
6. 103515625E-04
3.051757812E-04
1.525878906E-04
7. 6293I9453E-05
3.81469726E-05
1.90734863E-05
?.53467431E-06
4.768B3715E-06

1.5 3.5

et

2.3841857E-06
1.1920928E-06
5. 960464E-07
2.980232E-07
1.490116E-07
7.45058E-08
3.72529E-08
1.86264E-08
?.3132E-09

4. 6566E-09
2.3283E-09
1.1641E-09
5.82E-10
2.91E-10
1.45SE-10
tvete~11
3.63E-11
1.81E-11
SE=12
4.5E-12



2.2E-12 1

1.1E-12 O
SE=13 LA SOLUCION ES: S
2E-13

Esperemos que con estos procesos descritos haya quedado claro como
conseguir resolver ecuaciones de primer grado.

En si lo importante no es el resultado, sino el desarrollo empleado para
conseguirlo. En temas posteriores resolveremos un sistema de ecuaciones
con N incégnitas.
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RESOLUCION
DE ECUACIONES (II)=

RACIAS a nosotros, nuestro ordenador va mejorando y ya
sabe resolver ecuaciones de primer grado. Instruyamosle
mas para que sea capaz de resolver ecuaciones de segun-
do grado.

Para la resolucién de estas ecuaciones no vamos a se-
guir el mismo método que para las de primer grado. Nos
fundamentaremos en la férmula general de resolucién de
ecuaciones de segundo grado. Esta es:

X=—B+\/B’™— 4AC/2A

Empezaremos por preparar una subrutina que, dados los valores a, b,
¢, nos devuelva las dos soluciones X1 y X2. Numeramos las instrucciones
a partir de la 500, para poder llamar a esta subrutina en posteriores pro-
gramas. La primera instruccién (la 10) nos sirve para poder emplear esta
subrutina como programa independiente. La linea 600 (END) debera ser
sustituida por un Return, a la hora de introducir la subrutina en un
programa:

10 INFUT "AsBsC"3A+BsC

500 REM SUBRUTINA PARA EL CALCULO DE LAS SOLUCIONES
S DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

510 LET X1=(-B+SQR(B"2-4%A*C) ) /2*C

520 LET X2=(-B-SQR(B™2-4%A*C) ) /2%*C

530 PRINT "LAS SOLUCIONES SON: "3X13;X2

600 END

Como ve, no tiene dificultad alguna. Pruébela con distintos datos y com-
pruebe las soluciones.
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Al calcular el discriminante (b>—4ac) puede ocurrir que sea menor que
0. Si se deja asi, al ser negativo, nuestro ordenador se quejaria en la fun-
cién SQR (linea 70), dando error e interrumpiendo el proceso. Es dema-
siado torpe para mandar un mensaje y continuar la ejecucion. Necesita
una ayuda por nuestra parte. Como siempre, el hombre es superior a la ma-
quina. Tendriamos que retocar la estructura del programa. Analicémoslo
con el organigrama 7, donde se examinan todos los posibles casos.

Organigrama 7

El planteamiento estudiado en el organigrama es el correcto; estan to-
madas en cuenta todas las posibilidades (incluida la solucién compleja).
En este dltimo caso se producirian dos soluciones conjugadas, que ven-
dran dadas en las lineas 510 y 520. En los otros dos casos utilizamos las
formulas expresadas en el organigrama.
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5 REM RESOLUCION DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO
10 INPUT "INTRODUZCA A;B,C";A,B,C

20 LET D=B"2-4x%Ax*C

40 IF D>»0O THEN GOSUB S00:G60TO 100

S0 IF D=0 THEN LET X1i=-B/2#A:LET X2=X1:PRINT "LAS
SOLUCIONES SON: "j3X1,X2:G07T0 100

60 PRINT "LAS SOLUCIONES SON COMPLEJAS:"

70 PRINT “X1=";-B/(2#A);"+";SAR(ABS(B"2-4%A%*C) )/ (2
*A)."i“ -

80 éRINT "X1="3-B/ (2%A) ;" ="3; SQR (ABS (B™2-4%Ax*C) )} /(2 .
*A) ‘ llil’

100 END

500 REM SUBRUTINA PARA EL CALCULO DE LAS SOLUCIONE
S DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

510 LET X1=(-B+SQAR(B"2-4%A*C))/2%C

520 LET X2=(-B-SQR(B"~2-4%A*C) ) /2*C

530 PRINT “LAS SOLUCIONES SON: "j;X15X2

600 RETURN

Pasemos a ver un caso particular de las ecuaciones de segundo grado.
Son las bicuadradas. Estas, realmente, son de cuarto grado, pero por su si-
militud y tratamiento se solucionan basandose en las de segundo grado. El
razonamiento es facil: manejarlas como si fueran ecuaciones de segundo
grado y, posteriormente, hallar la raiz cuadrada de cada raiz.

No existe dificultad alguna, exceptuando el caso en el cual las raices
sean complejas. Observara que el programa emite dos soluciones y un
mensaje (70 a 90); estas soluciones son las calculadas al aplicar el proceso
de una ecuacion de segundo grado; posteriormente, habria que aplicar la
radicacién de complejos (capitulo 5), obteniendo las verdaderas solucio-
nes de la bicuadrada.

S5 REM RESOLUCION DE UNA ECUACION BICUADRADA

10 INPUT "INTRODUZCA AyBsC"3A:BsC

20 LET D=B"2-4xAxC

40 IF D>0 THEN GOSUB S00:GOTO 100

60 PRINT "LAS SOLUCIONES SON COMPLEJAS:"

70 PRINT "X1=";-B/(2#A);"+";SQR(ABS(B"2-4*A*C)) /(2

*A) ; Ilill

80 PRINT "X2="j;=B/ (2%A);"=";SQR (ABS (B"2-4*%AxC)) /(2
*A) ’ OIi"

20 PRINT "AFPLICAR LA RADICACION DE COMFLEJOS FPARA
HALLAR"

95 PRINT "“LAS VERDADERAS SOLUCIONES"
96 GOTO 200
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100 FRINT

110

IF-X1>0

SAQR(X1)

120

IF X2>0

SQR (X2)

130
140
150
160
200
S00

530

SOLUCIONES SON:

IF X1<0
IF X1<O
IF X2<0
IF X2<0
END

THEN FRINT
THEN FPRINT

THEN PRINT
THEN PRINT
THEN PRINT
THEN FPRINT

REM SUBRUTINA PARA
S DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

510 LET X1=(-B+SQR(B"2-4%A%C) ) /2%C

520 LET X2=(-B-SQR(B"2-4%A*C)) /2%C

PRINT "LAS SOLUCIONES SON: "3Xi;X2

590 IF D=0 THEN LET X1=-B/2#A:LET X2=X1:PRINT “LAS

600 RETURN

"LAS CUATRO SOLUCIONES SON:"

"X1=";SAR(X1) tPRINT “X2=";-
“X3="3 SQR(X2) TPRINT "X4="§-
"X1="3SAR (ABS(X1));"i"
“X2=13 —SAR(ABS (X1) )3 i"
“X3="3; ~SQR(ABS (X2) ) § "i"
“X4=";SQR (ABS (X2) ) § "i"

EL CALCULO DE LAS SOLUCIONE

"3X1,X2:6G0TO 100

Esperemos que no haya tenido ninguna duda.

Existe otro tipo de ecuaciones: las trigonométricas. Son aquéllas en que
la incognita no es X, sino una funcién trigonométrica de X. El proceso es
similar en las bicuadradas. Se trata la funcién como si fuera de segundo
grado. Con las soluciones se calcula el arco que corresponda. Por ejemplo

(si es Tg(X)), seria ATM(X1) y ATN(X2).
iIntente hacerlo solo!
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MATRICES Q

N el tratamiento de las matrices esta especialmente indi-
cado que intervenga el ordenador. La explicacién es muy
logica; los procesos son simples, pero enormemente te-
diosos y en este tipo de procesos es donde se obtienen las
mayores ventajas de un ordenador, por su rapidez de célcu-
- lo. Los procesos matriciales se centran siempre en un ele-
mento determinado; posteriormente se aplica a cada uno
de los distintos elementos de la matriz. Por tanto, todo se
— reduce a programar al ordenador, resolviendo el proble-
ma concreto de uno de los componentes de la matriz para después, por me-
dio de los FOR’S, extenderlo a los demas.

Aplicando lo expuesto, calcularemos la transpuesta de una matriz. Sim-
plemente se trata de intercambiar las filas con las columnas. Siguiendo
nuestro razonamiento inicial, centremos la atencién en un elemento
determinado:

10 REM CALCULO DE LA TRANSFUESTA

20 INPUT "INTRODUZCA DIMENSION DE LA MATRIZ "QH,N
30 DIM AMy NIt DIM T (MyN)

40 PRINT “ELEMENTOS DE LA MATRIZ:!
S0 FOR J=1 TO N —
&O-PRINT "FIEA-"§3J : L
70 FOR K=1 TO M ‘ -
80 INPUT AT KD

0 LET T(K,J)=A(J,K)

100 NEXT K

110 NEXT J

120 PRINT "LA TRANSPUESTA ES® "
130-FOR J=1 TO M

140 FPRINT “FILA "3J
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150 FOR K=1 TO N
160 FRINT T(J,K)
170 NEXT K

180 NEXT J

999 END

En este programa se aprecian las tres fases: recogida de datos (40-90),
aplicacién a un elemento (80) e impresion (120 a 170). No tiene ninguna
dificultad, ya que sélo hay que igualar el elemento de la matriz a otro, cu-
yos indices estén intercambiados.

Continuemos operando con estas matrices. La suma y diferencia de dos
matrices se obtiene sumando, o restando, un elemento con su correspon-
diente en la otra. Logicamente deben tener las mismas dimensiones.

El programa resultante quedaria:

10
20

REM CALCULO DE LA SUMA
INFUT "INTRODUZCA LA DIMENSION DE LAS MATRICES:

“;N,M

30
40
S0
60
70
80

100
110
120
130
140
150
160
170
180
120
200

DIM A(NyM):DIM B(N,M)
PRINT "ELEMENTOS DE LA MATRIZ NUMERO 1:"
FOR J=1 TO N
PRINT “FILA "3;J
FOR K=1 TO M
INFUT A(J,K)
NEXT K
NEXT J
FRINT "ELEMENTOS DE LA MATRIZ NUMERO 2: "
FOR J=1 TO N
PRINT "FILA "“35J
FOR K=1 TO M
INFUT B(J,K)
NEXT K
NEXT J
PRINT “LA SUMA ES:"
FOR J=1 TO N

210 PRINT "FILA "3;J
220 FOR K=1 TO M

230

PRINT A(J,K)+B(J,K)

240 NEXT K

250

NEXT J

Queda para el lector insertar instrucciones que controlen posibles erro-
res en los datos, tanto de dimension como de elementos.
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Como prueba de lo indicado al principio del tema, sélo hay que estu-
diar el problema para un elemento (instruccién 230), aplicando los FOR’S
para operar con todos los términos.

La multiplicacion de matrices constituye un caso interesante del mane-
jo de tablas. Aqui cada elemento resultante es suma de los productos de
los términos de la fila I con los de la columna I de la otra matriz. Pasan-
do al programa:

10
20
30
40

REM MULTIFLICACION DE MATRICES

INFUT "INTRODUZCA DIMENSION DE MATRIZ 1: ";F1i,C1
INFUT "INTRODUZCA DIMENSION DE MATRIZ 2: ";F2,C 2
IF Ci<>F2 THEN PRINT "NO ES POSIBLE LA MULTIPLI

CACION":60TO 999

as

DIM A(F1,C1):DIM B(F2,C2):DIM F(F1,C2)
FRINT "ELEMENTOS DE LA MATRIZ NUMERO 1:"
FOR J=1 TO F1
PRINT "FILA ";J
FOR K=1 TO Ci1

INPUT A(J,K)

NEXT K

NEXT J

PRINT "ELEMENTOS DE LA MATRIZ NUMERO 2:"
FOR J=1 TO F2

PRINT "FILA "3J

FOR K=1 TO €2

INPUT B(J4+K)

NEXT K

NEXT J

FOR J=1 TO F1

FOR K=1 TO C2

FOR L=1 TO C1

LET P(J,K)=F(J,K)+A(J,L)*B(L,K)

N

240 NEXT K

250 NEXT J

260 PRINT “LA SOLUCION ES: "
270 FOR J=1 TO F1

280 PRINT "FILA "3J

290
300
310

FOR K=1 TO C2
PRINT P(J,K)
NEXT K

320 NEXT J

999

END

Lo mas interesante de este programa es la anidacion de bucles; es de-
cir, el incluir un bucle dentro de otro y en su interior otro, etc. (190-250).
Asi se controlan las filas y columnas de las matrices pudiendo aplicar la
formula de la multiplicacion en la 220.
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En este programa es necesario el control de la instruccion 40, debido
a la condicién imprescindible de C1=F2. Sin este requisito el tercer FOR
(linea 160) no controlaria todos los elementos, originando errores no
deseados.

Para el calculo de la matriz inversa es necesario saber el valor del de-
terminante. Se plantea el programa basandose en las propiedades de los de-
terminantes. Si tenemos una matriz A de orden N tal que:

a;;a;...a,
A= |a; ay..a,
a, a, ... ,

n
n

n

Debemos aprovechar las herramientas matematicas para lograr trian-
gularizar esta matriz de forma que quede:

’
in

’ ’
a’j,a,...a

- 0 a’y,
A=1o0 o
0 0 ..a

nn

¢Como conseguir que nuestro ordenador lo haga?

Centrémonos en un elemento perteneciente al triangulo inferior de la
matriz. Este elemento debe convertirse en 0; para ello aplicaremos la si-
guiente propiedad:

Si una matriz B se forma sumando a una fila cualquiera de A otra fila
de A multiplicada por un namero real:

|B| =|A]|

Sea Aij (i>j) perteneciente, légicamente, a la fila i-columna j. Si a Aij le
restamos

A,
dyjeeighe

se nos anula. Pero esto mismo, segun la propiedad expuesta, ha de apli-
carse a toda la fila i. Reiterando el proceso a toda una columna se nos anu-
laran todos los elementos Aij (i>j). Planteando el organigrama 8:

Observe como se controla si el determinante es 0. Este caso se produ-
cira cuando los elementos de una columna, a partir de la diagonal inclui-
da, sean nulos.

También hay que tener en cuenta el posible inconveniente de que sea
nulo un elemento de la diagonal; en este caso se aplica otra propiedad.
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Organigrama 8

Si una matriz B se forma a partir de una matriz A mediante el inter-
cambio de las filas cualesquiera:

IB| =—|A]
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El programa resultante, teniendo en cuenta todas estas consideracio-

nes, es

10

20

DA

30

40

SO

60

70

80

20

100
105
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
210
320
330
340
350
360
370
380
P99

el siguiente:

REM DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA
INFUT "“INTRODUCIR DIMENSION DE LA MATRIZ CUADRA 'A
At "N
DIM A(NsN) :DIM S(N)SLET X=0
REM ENTRADA DE DATOS
PRINT "INTRODUCIR DATOS"
FOR F=1 TO N
PRIENT-"FIER—"F
FOR C=1 TO N

INPUT A(F,C)

NEXT C

NEXT F

REM CALCULO DEL DETERMINANTE

FOR C=1 TO N

FOR F=C TO N

IF A(F,C)<>0 THEN GOTO 180

IF F=C THEN LET X=X+1

NEXT F

FPRINT “EL DETERMINANTE ES NULO":GOTOD 999
FOR J=1 TO N

LET CA=A(CsJ):LET A, ) =AF,J)LET A(F,J)=CA
NEXT J

LET S(C)=A(C,C)

LET D=1/A(C,C)

FOR K=1 TO N

LET A(CsK)=D*A(C,K)

NEXT K

FOR F=1 TO N

IF F=C THEN GOTO 320

LET D=-A(F,C)

FOR I=1 TO N

LET A(F, I)=A(F, 1) +D*A(C, I)

NEXT I

NEXT F

NEXT C

LET P=1

FOR J=1 TO N

LET P=P#S5(J)

NEXT J

PRINT "EL VALOR DEL DETERMINANTE ES: "“jPx®(-1)" X
END

Se observan varias partes:

1:a

De la 60 a la 100 se introducen los datos; este proceso es similar

a los demas programas del capitulo.

72



22 De la 130 a la 170 se comprueba si es nulo el determinante.
3.2 A partir de la 180 se produce el proceso de triangulacion. En la
220 se halla el valor de S(C), para después aplicarlo a cada fila utilizando
como coeficiente a multiplicar el conseguido en la 240. Este se extendera
a los demas elementos de la fila en el FOR comprendido desde 290 a la 320.

Para el cédlculo de la inversa el proceso es idéntico; simplemente afa-
diremos unas lineas de programa, de tal forma que los procesos efectua-
dos a la matriz se reflejen en la matriz identidad. Al final, la matriz resul-
tante de estas operaciones es la inversa.

10 REM CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA
20 INPUT "INTRODUCIR DIMENSION DE LA MATRIZ CUADRA
DA At “;N

30 DIM A(N,N):DIM I(N,N):LET X=0

40 REM ENTRADA DE DATOS

S0 PRINT "INTRODUCIR DATOS"

&0 FOR F=1 TO N

70 PRINT “FILA “;F

80 FOR C=1 TO N

90 INPUT A(F,C)

95 LET I(F,F)=1

100 NEXT C

105 NEXT F

110 REM CALCULO DEL DETERMINANTE

120 FOR C=1 TO N

130 FOR F=C TO N

140 IF A(F,C)<>0 THEN GOTO 180

150 IF F=C THEN LET X=X+1

160 NEXT F

170 PRINT "NO TIENE INVERSA":GOTO 999

180 FOR J=1 TO N

190 LET CA=A(C,J)tLET A(C, I=A(F, N LET A(F,J)=CA
195 LET C1=I(C, JITLET I(CII=I(Fy-TISEET I (FyJ) =G
200 NEXT J

210 LET S(C)=A(CC)

220 LET D=1/A(C,C)

230 FOR K=1 TO N

240 LET A(CyK)=D#A(C,K)

245 LET I(C,K)=D*I(C,K)

250 NEXT K

260 FOR F=1 TO N

270 IF F=C THEN GOTO 320

280 LET D=-A(F:C)

290 FOR I=1 TO N

300 LET A(F,I)=A(F,1)+D*A(C, 1)

S05 LET 1k, II=1(F 5 II+D®I (T 1)
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310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
299

NEXT I

NEXT F

NEXT C

FRINT "LA INVERSA ES:"
FOR F=1 TO N
PRINT "FILA “;F
FOR C=1 TO N
FRINT I(F,C)
NEXT C

NEXT F

END



SISTEMAS DE ECUACIONES |
DE N INCOGNITAS —=E

RACIAS al desarrollo de los procesos matematicos matri-
ciales descritos en el capitulo anterior, se puede resolver
con relativa simplicidad el problema de los sistemas de N
ecuaciones con N incognitas. Dado un sistema represen-
tado por:

a;, X, +a;, X, +a;;X;+ ... +3,,X,=C,
ay X, +apX,+anX;+ ... +a,,X,=C,
ay; X, +a;pX,+ta X+ .. +a, X, =C,

a, X, +a,X,+a,;X;+ ... +a,.X,=C,

Conseguir los valores X1, X2, ..., Xn que satisfagan la igualdad es tarea
para nuestro ordenador. Para ello, se tratara de construir programas a ima-
gen y semejanza de los métodos matematicos existentes.

Hay que tener cuidado en controlar con precision los bucles necesa-
rios para el desarrollo de los métodos. Es importante no confundir los in-
dices de las FOR, sabiendo en todo momento qué clase de variable repre-
senta cada uno, ya sea el numero de la columna o el de la fila.

Antes de empezar convendria tener en cuenta una serie de propieda-
des utilizadas en los razonamientos. Estas son:
e Un sistema no varia si se intercambian dos ecuaciones entre si.

* Se puede multiplicar todos los términos de una ecuacién por un nu-
mero real distinto de 0.

¢ Estudiaremos dos métodos conocidos: el de Gauss y el de Gauss-Jor-
dan. Empecemos con el segundo de ellos.
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I

METODO DE GAUSS-JORDAN

Este se basa en conseguir un sistema de la forma:

a X, t+a,X,+a;; X;+ ... +a,. X, =C,
a,,X,+anX;+ ... +a,, X, =C,

an—l, n-lxn-l +a

Si se tuviera un sistema de este tipo, la solucién seria trivial. Partiendo
de la ultima ecuacién se despeja X;:

Llevando este valor a la penultima se calcula X, _,, y repitiendo este pro-
ceso de abajo a arriba, se lograra hallar los restantes valores deseados.

Pero el conjunto del que partimos no es este sistema triangular, sino
el siguiente:

a; X tapX;ta;X;+a X, + ... +a;, X, =Cl
ay,, X, ta,,X;,+a,5X;+a,,X,+ ... +a,, X, =C2

a, X, ta,X,ta;X;+a X, + ... +a,, X,=CN

Eliminando las variables de este sistema debemos construir su matriz
correspondiente y, anadiendo la columna de los términos independientes,
nos resultaria:

a; a2 @3 g4 e Ay ’ Cl1 ‘
A1 Az @3 Ay ..+ gy C2
Any @n2 @p3 Apg e @pp \ CN
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Si se logra triangularizar esta matriz la tendriamos preparada para ob-
tener la solucién del sistema por el método de Gauss-Jordan. Triangulari-
zar una matriz es un problema que vimos en el tema anterior: aqui el mé-
todo es semejante, solo se diferencia en pequenos detalles. Lo primero es
ver si el sistema es compatible, es decir, si tiene solucion. La compatibili-
dad de un sistema se puede analizar calculando su determinante. Si éste
es nulo, el sistema es incompatible. Los elementos que componen el de-
terminante son los coeficientes de las variables a hallar.

Esquematizando el proceso en el organigrama 9.

Organigrama 9

Cada rectangulo representa un proceso diferente; todos ellos encade-
nados resuelven el problema planteado.

El programa resultante va a ser especial. Se aplicara el método estruc-
turado de Bertini para programarlo. Si no esta usted habituado a la pro-
gramacion estructurada no se asuste: simplemente este programa va a ser
aparte de una aplicacion matematica, un ejemplo de programacién estruc-
tural. Sin profundizar en el tema, lo esencial del método de Bertini es el
plantear el problema subdividiéndolo en médulos. De tal forma que cada
parte o subrutina nos resuelve de manera sencilla una parte del programa
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principal. Este se compondra, légicamente, de varios GOSUB. La lista de
instrucciones principal seria:

10

20

30

40

S0

&0

E E
70

80

0

100
110
120
130
150
200
210
220
230
240
250
260
270
00
310
320
340
350
360
370

REM CALCULO DEL METODO DE GAUSS-JORDAN
INFUT "INTRODUZCA VALOR DE N:"3N
DIM A(NsN+1):DIM S(N)
REM SUBRUTINA DE ENTRADA DE DATOS
GOSUE 200
REM SUBRUTINA DE COMFROBACION SI EL DETERMINANT
S CERO
GOSUB 300
REM SUBRUTINA PARA TRIANGULARIZAR LA MATRIZ
GOSUB 400
REM SUBRUTINA FARA DESFEJAR LOS VALORES DE X
60SUB 500
REM SUBRUTINA DE IMPRESION DE RESUL TADOS
GOSUB 600
END
PRINT "INTRODUCIR DATOS MATRIZ DEL SISTEMA"

FOR F=1 TO N
PRINT—FILag—c—4r@
FOR C=1 TO N+1
INFUT A(F,0)

NEXT C

NEXT F

RETURN

FOR C=1 TO N

FOR F=1 TO N

IF A(F,C)<>0 THEN GOTO 3460

NEXT F

FRINT "NO HAY SOLUCION FOSIBLE":G0TO 120
NEXT C

RETURN

Los GOSUB 200 y 300 son conocidos por el lector en capitulos anterio-
res los demas se analizaran uno por uno. Veamos la subrutina de trian-
gularizacion:
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400 FOR J=1 TO N

410 FOR C=1 TO N+1

420 LET A(J,C)=A(J,C)/A(J,J)

430 NEXT C

440 FOR L=J+1 TO N

450 FOR C=1 TO N+*1

460 LET AL,O)=A(L,C)-A(L,J)*A(J,C)



470 NEXT C
480 NEXT L
490 NEXT J
495 RETURN

Lo primero es convertir el término A(J,J) en 1. Naturalmente, es divi-
dir por A(J,J), lo cual implica, segun las propiedades referidas al princi-
pio, que esta operacién se repetira a lo largo de toda la fila.

Una vez conseguida la unidad, se restara a cada fila inferior a J el valor
de la fila J multiplicada por A(J,J), de tal forma que todos los elementos
pertenecientes a la columna J, y por debajo de la diagonal, seran nulos.

Reiterando este proceso a todas las filas la matriz queda triangularizada.

El proceso de calcular los distintos valores de X es sencillo. Consistira
en un bucle que vaya despejando las ecuaciones en proceso inverso, em-
pezando desde la ultima hasta terminar con la primera. Las instrucciones
serian las siguientes:

S00 LET S(N)=A(N,N+1)/A(N)
5910 FOR J=NT TO 1 STEP -1
520 FOR K=N TO 1 STEFP -1
S30 LET TO=TO+S (K)*A (N, K)
5S40 NEXT. K

530 LET S{J)=A(J,J+1)/T0
560 NEXT J

570 RETURN

600 PRINT “LA SOLUCION ES:*“
610 FOR J=1 TO N

&20 PRINT S(J)

630 NEXT J

640 RETURN

La rutina de impresién (GOSUB 600) ya es conocida. Es simplemente
un FOR que vaya imprimiendo cada uno de los elementos de la matriz X.
Una vez presentado el método de Gauss-Jordan, pasemos al método de
Gauss. Al igual que en el anterior la clave era triangularizar la matriz, en
éste se intenta lograr convertir la matriz de coeficientes en la matriz sin-
gular. Quedaria:
X, =Cl1
X, =C2
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Por tanto, una vez realizada esta operacion resulta X,=C,, X,=C, y asi
sucesivamente.

Si se comparan los resultados a obtener de uno y otro, se comprueba
que los planteamientos seran similares.

Hasta el paso de triangularizar la matriz seran comunes los dos méto-
dos. A partir de aqui empiezan a diferenciarse. Si en el de Gauss-Jordan se
despejan las incognitas, en éste se procedera a triangularizar la matriz
superiormente.

De esta forma la matriz quedaria reducida a la diagonal principal, con
todos sus elementos igual a 1.

Si se sustituye un proceso por otro, en la operacién del ordenador no
se advertiran diferencias de tiempo.

El programa del Método de Jordan aparece en el siguiente listado:

10 REM CALCULDO DEL METODO DE GAUSS—JORDAN

20 INPUT "INTRODUZCA VALOR DE N:"3N

30 - DIM A(N,N+1)

40 REM SUBRUTINA DE ENTRADA DE DATOS

S0 GOSUB 200

60 REM SUBRUTINA DE COMPROBACION SI EL DETERMINANT
E-ES-CEROQ

70 GOSUB 300

80 REM SUBRUTINA PARA TRIANGULARIZAR LA MATRIZ
20 -6OSUB 400

100 REM SUBRUTINA PARA TRIANGULARIZAR LA MATRIZ IN
VERSAMENTE

110 GOSUB 500

120 REM SUBRUTINA DE IMPRESION DE RESULTADOS
130 GOSUB 600

150 END

200 PRINT “INTRODUCIR DATOS MATRIZ SISTEMA"
210-FOR-F=1 TO N

220 PRINT “"FILA "“3F

230 FOR C=1 TO N+1

240 INPUT A(F,0)

250 NEXT C

260 NEXT F

270 RETURN

300 FOR C=1 TO N

310 FOR F=1 TO N

320 IF AF,C)<>0 THEN GOTO 360

340 NEXT F

350 PRINT “NO HAY SOLUCION POSIBLE":GOTO 120
360 NEXT C

370 RETURN

400 -FOR J=1 TO N

410 FOR C=1 TO N+1
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420 LET A(JsC)=A(T,C) /ATy J)
430 NEXT C

440 FOR L=J+1 TO N

450 FOR C=1 TO N+1

460 LET A(LsC)=ALsC)-A(Ls ) *A(J4C)
470 NEXT C

480 NEXT L

490 NEXT J

495 RETURN

S00 FOR J=N TO 1 STEP -1

SO FOR- Cai=1-—TO 1 STEF =1
520 LET A(J,C)=A(J,C)/A(J,J)
530 NEXT C

S40 FOR L=N TO J+1 STEP -1
SSO-FOR C=N+1 "TO 1 STEP =1
560 LET AWL.O)=A(L,C)-AL, ) *A(J,T)
570 NEXT C

S80 NEXT L

590 NEXT J

595 RETURN

&00 PRINT "LA SOLUCION ES:"
610 FOR J=1 TO N

620 PRINT A(JsN+1)

630 NEXT J

&40 RETURN

Como observara, la explicaciéon dada al método de Gauss-Jordan es apli-
cable a éste. La diferencia viene dada por la linea 500 y sucesivas. En el
ultimo método se repite el proceso de triangularizacion, pero inversamen-
te; esto se consigue intercambiando los limites de los FOR.

Con estos dos métodos se pueden resolver los sistemas de N ecuacio-
nes con N incognitas. Existe otro llamado de Cramer. Para aplicar este mé-
todo es necesario:

e Calcular el determinante (A) de la matriz de coeficientes.

e Calcular los determinantes (Ai). Estos (Ai) se obtienen reemplazan-
do en la matriz A la columna i, por el vector de los términos
independientes.

Una vez hechos estos céalculos se obtendrian los valores de X,, X,, ...,
X,, aplicando las siguientes formulas:

o 1A
AT o RN
A en general oA

TR
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Conseguir que el micro sea capaz de hacer uso de este método no re-
presenta ninguna dificultad.

Dejo al lector el conseguirlo: tenga en cuenta que todo se basa en ha-
llar los distintos determinantes, simplemente habra que ir jugando con las
columnas respectivas.
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COMBINATORIA #

ARA el posterior estudio de estadistica y probabilidad, son
necesarias las funciones matematicas tratadas en este
capitulo.

El conocimiento del numero de casos posibles de un
experimento es imprescindible en los calculos probabilis-
ticos. Empecemos con las VARIACIONES con REPETI-
CION. Son necesarios dos datos:

— Numero de elementos: (N).
— Cantidad de elementos por combinacion: (K).

Sabiendo esto: VRn, k=nk.

A veces es necesario conocer todas las posibles combinaciones. La ma-
nera mas sencilla es la formacién de un arbol. Para ello hacemos:

a3,
% 2l/ Bas
a, \ Hafs a,a;a,
a,a,
\ \ / 2232, 0 A
a aja a,a;a, a4,
. 7
g
K

83



¢Coémo controlar este arbol con el ordenador?

Para programarlo hay que saber qué orden de variacion con repeticion
se refiere. El programa siguiente controla el caso de N elementos tomados
de 4 en 4.

10 REM CALCULO DE LAS VARIACIONES CON REFETICION
20 INFUT "NUMERO DE ELEMENTOS:"j;N
30 DIM A$(N)

40 FOR J=1 TO N

S0 INPUT As(J)

60 NEXT J

70 FOR J=1 TO N

80 FOR K=1 TO N

%0 FOR L=1 TO N

100 FOR M=1 TO N

110 PRINT A$(J)+A%(K) +AS (L) +A%S (M),
120 NEXT M

130 NEXT L

140 NEXT K

150 NEXT J

999 END

Si se introdujeran los datos en orden o se utilizara una subrutina de cla-
sificacion al principio, los resultados obtenidos saldrian ordenados. Para
modificar este programa, de tal forma que sirva para otro tipo de orden
(K), sélo habria que realizar las siguientes rectificaciones:

a) Introducir mas FOR, hasta que el numero de ellos sea igual a K.
b) En la instruccién 100, anadir tantos A(I) como FOR.

Puede ocurrir que deseemos eliminar las combinaciones en las que se
repitan algunos elementos. Estamos hablando de las variaciones ordina-
rias. En ellas, dos variaciones se diferencian en el orden de colocaciéon de
los elementos, y en que tienen distintos elementos.

Basandonos en el programa anterior, sélo habria que anadir las siguien-
tes instrucciones:

85 IF K=J THEN GOTO 140
95 IF L=K THEN GOTO 130
105 IF M=L THEN GOTO 120

Con estas nuevas instrucciones se logra que el ordenador salte al si-
guiente elemento, cuando reconoce dos iguales. Si en las variaciones con
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repeticién URn,k= n¥*, en las variaciones ordinarias
Un,k=N(n—1)(n—2)...(n—(K —1)). Ver organigrama 10.

Organigrama 10
Un caso especial es cuando n=K, estamos entonces en las permutacio-

nes de n elementos:
Pn=Un,n=n(n—1)(n—2)...3.2.1.

Al producto 1.2.3...(n—2)(n—1).n se denomina factorial de n(n!). Si se
quisiera conseguir que el ordenador fuera capaz de calcularlo, simplemen-
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te se cambiaria la K por N en el programa anterior. Dejo al lector esta mo-
dificacién; no obstante, mas adelante aplico esta subrutina en diferentes
procesos.

Cuando lo que se desea es elegir un numero determinado de elemen-
tos de un conjunto determinado, estamos hablando de las COMBINACIO-
NES. Al igual que las variaciones y permutaciones, existen con y sin
repeticion.

La formacién de las distintas combinaciones daria lugar a un arbol del
siguiente tipo:

Supongamos A=(a, b, ¢, d, ) tomado de 3 en 3.

abc
% ™
ab =——S— abe
5 d
c ac ————— acd
. . \
ad ade
ae
d bed
Be 4 bee
/
b . bd = bde
\
be
ol e, &6
=
ce
d < de
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Como se deduce, una combinacién se distingue de otra en los elemen-
tos que la integran, no en el orden de colocacion.

Utilizando el programa aplicado a las variaciones, bastaria rectificar el
valor inicial de los indices de los FOR. Cada FOR empezara con el valor
de la variable anterior +1, impidiendo de esta forma las posibles repeti-
ciones. El proceso consecuente se refleja en la siguiente lista de ins-

trucciones:

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130

REM CALCULO DE LAS COMBINACIONES
INPUT “NUMERO DE ELEMENTOS”;N
DIM A$(N)

FOR J=1TON

INPUT A$(N)

NEXT J

FOR J=1TON

FORK=J+1TON

FORL=K+1TO N

PRINT A$(J)+A$(K)+AS$(L)

NEXT L

NEXT M
NEXT J

Si se quisiera saber el nimero de combinaciones, ésta se halla a partir

de la formula:

(2) = m

Dejo al lector interesado el estudio del programa para este calculo.
Como ayuda indicaré que Cn,k=Cn,n—k, esto es practico cuando K es
grande. Se sustituira K por n—K, ahorrando calculos innecesarios.

Si tuviese repeticiones, la fébrmula representativa seria:

CRN,K=Ck+N—1K

Utilice el célculo de Cn,K como subrutina y apliquelo a CRn,K.
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Una consecuencia de los numeros combinatorios es el llamado trian-
gulo de Tartaglia. Este especial triangulo es de la forma:

(+) (1) (=) (%)

Sustituyendo éstos por su valor numérico nos quedaria:

Lo particular de este triangulo es que cualquier

K = ) 0]
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Es decir, cada elemento es la suma de los dos que estan sobre él (a dere-
cha e izquierda) en la linea superior. Podremos construir un programa ca-
paz de calcular este triangulo utilizando esta férmula recursiva. Hay que
tener en cuenta los siguientes puntos:

1.° Determinar hasta qué linea queremos obtener el triangulo.
n :
2.° Tener en cuenta que (3) =1y (n} = 1 para cualquier n.

3.° Para poder hacer uso de esta formula es necesario ir almacenan-
do los datos anteriores. Para ello guardaremos los resultados en una ma-
triz NXN, para su uso y posterior impresion del triangulo.

10 REM CALCULD DEL TRIANGULO DE TARTAGLIA
20 INPUT "INTRODUZCA NUMERO DE FILAS:";N

30 DIM T(NsN+1)

40 FOR J=3 TO N

SO LET T(Jy1)3=1:LET T(J,N+1)=1

60 LET T(ly1)=13LET T(2,1)=1:LET T(2,2)=1
70 FOR K=2 TO J

80 LET T(J,K)I=T(J=1,K-1)+T (J-1,K)

90 NEXT K

100 NEXT J

110 REM IMPRESION DEL TRIANGULD

120 FOR J=1 TO N

130 FOR K=1 T0 J

130 PRINT T(J K g™ "}

150 NEXT K

155 PRINT

160 NEXT J

999 END

Fijese como se establecen los limites de los FOR. Debido a que la tabla
es NXN, habria filas en las que el recorrido total es innecesario; por ello
se limitan hasta K—1. El resultado para un N cualquiera:

INTRODUZCA NUMERO DE FILAS: 10

iS5 20 15 ) 1

21 35 35 21 7 x

28 Sé6 70 Sé 28 8 i

36 84 126 126 84 36 . 1

Pt b b b et e b e b e
NVONDCUP AN
-

o)

[y
o
(4}

L
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El binomio de Newton es otra aplicacion de los numeros combinato-
rios. Este desarrollo utilizado para el célculo de la potencia M de un bino-
mio viene dado por:

(X+Ar= (0] A xo+ (F) Ao x4+ L+ (D) xe
o bien de manera simplificada:
X+Ar=2 (§) Arix
A partir de este término general y aplicando lo aprendido, se lograra

que el ordenador sepa elevar a una potencia M cualquier binomio. Ten-
dremos en cuenta las siguientes consideraciones:

a) Como aplicacién concreta utilizaremos un binomio del tipo (X +A).
b) El calculo del nimero combinatorio se hara por medio de una

subrutina.

Organigrama 11
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El programa deducido del organigrama 11:

10 REM CALCULO DEL BINOMIO DE NEWTON
20 INPUT "INTRODUCIR A(X+A): “3A

30 INFUT "INTRODUCIR EXFONENTE: "jN

40 DIM C(N+1)

50 FOR J=1 TO N

60 GOSUB 200

70 LET C(J)=A"(N+1-7J) *CO

80 NEXT J _

90 REM IMPRESION DE LOS RESULTADOS

100 FOR J=1 TO N+1

110 PRINT "COEFICIENTE DE X~"3J=13" ES “3;C(J)

120 NEXT J

130 END

200-REM SUBRUTINA DE FACTORIAL DE UN NUMERD COMBIN
ATORIO

210 LET CO=1

220-LET Fi=1

230 FOR L=1 TO J-1
280 - LET Fi1=F1xL

250 NEXT L

260 LET F2=1

270 FOR -P=1 TO N+1-J
280 F2=F2x*P

290 NEXT F

300 LET FA=1

310 FOR M=1 TO N
320 LET FA=FA*M

330 NEXT M

~340 LET CO=FA/(F1%F2)
350 RETURN

Dejo al lector un caso interesante: (A+Bi)? Como sugerencia indicare-
mos que es similar el proceso, s6lo habra que tener cuidado con el signo.
(jRecuerde! que (i)>"=1y (i))*»*'=—1.)
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ESTADISTICA (I)=

UANDO Herman Holletith en 1890 ide6 la actualmente su-
perconocida tarjeta perforada, io hizo con un fin: realizar
el censo. Es decir, intentar mecanizar los procesos esta-
disticos. Tenia sobradas razones para ello: los calculos es-
tadisticos son sencillos pero numerosos. En el momento
que la recogida de datos es amplia, las operaciones se
multiplican.

A lo largo de los dos capitulos siguientes se tratara de
aprovechar la cualidad mas importante de nuestro orde-
nador (la rapidez al operar) para nuestros calculos estadisticos. Iniciare-
mos hallando las medidas centrales y presentando las representaciones
graficas (capitulo 13) y medidas de dispersion (capitulo 14), concluyendo
con un analisis estadistico completo.

En todos los programas se tendran las siguientes consideraciones:

e Los datos se almacenaran en una tabla (en realidad se leerian de un
fichero). De todas formas, los procesos son similares.

e Todos los calculos son relativos al espacio muestral. Por tanto, sera
necesario ir acumulando los distintos valores aplicables a estos calcu-
los para su posterior uso.

No se controlan los datos de entrada, se daran por revisados. Esto
ocurre en la realidad; la verificacion de datos suele ser antes de los pro-
cesos automatizados.

Comencemos con los calculos de las frecuencias. Estas no son mas que
el numero de veces que se repite determinada variable.

Para la frecuencia absoluta se van incrementando los distintos acumu-
ladores segun el dato leido. Como no se puede tener indefinidos acumu-
ladores hace falta limitarlos. Observe el organigrama 12.
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Organigrama 12

Estadisticamente se utiliza los intervalos de clase. Si a nuestro ordena-
dor le introducimos los limites inferiores y superiores y, ademas, la ampli-
tud del intervalo, podremos crear una tabla de acumuladores cuya di-
mension

Valor maximo-valor minimo
Amplitud del intervalo

N =

El desarrollo para un dato determinado es claro: comparar el valor del
dato con los extremos inferiores y superiores de cada intervalo; cuando se
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encuentre el deseado, se incrementa el correspondiente acumulador. El
programa resultante:

0

II;M
100
110
120
130
140
150
160
170
180
186
190
200
210
s

REM CALCULO DE LA FRECUENCIA ABSOLUTA

INPUT "NUMERO DE DATOS: ";N

DIM A(N)

PRINT "INTRODUZCA DATOS:"

FOR F=1 TO N

INFUT AF)

NEXT F

INPUT "INTRODUZCA AMPLITUD DE LOS INTERVALOS: "

INFUT "INTRODUZCA LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO:
Xy MN

LET L=ABS (INT ( (MX-MN) /7A))

DIM C(L)

FOR J=1 TO N

FOR K=1 TO L

IF AWT) <(MN+K*A) THEN C(K)=C(K)+1:60T0 160
NEXT K

NEXT J

REM IMFRESION RESULTADOS

PRINT "LA SOLUCION ES:"

PR I NT n n M " "

FOR K=1 TO L

PRINT MN+ (K-1)*As"=";MN+K*A, C(K)

NEXT K

END

Si se desea el valor de la frecuencia relativa (Fa/N), se ampliara este
programa, de tal forma que, utilizando los resultados anteriores, obtendria-
mos los distintos cocientes de las frecuencias relativas.

La ampliacion pertinente vendria reflejada por las lineas de instruccio-
nes siguientes:

10
20
30
40
S0
&0
70
80
sA
0

REM CALCULO DE LA FRECUENCIA ABSOLUTA
INPUT "NUMERO DE DATOS: ";N

DIM A(ND

PRINT "INTRODUZCA DATOS:*"

FOR F=1 TO N

INFUT AF)
NEXT F
INPUT "INTRODUZCA AMPLITUD DE LOS INTERVALOS: *

INFUT "INTRODUZCA LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO:

"5 MX s MN
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100 LET L=ABS (INT ( (MX=MN)ZA))

110 DIM C(L)

120 FOR J=1 TO N

130 FOR K=1 TO L

140 IF A(I) <(MN+K#A) THEN C(K)=C(K)+1:1B0TO 160
150 NEXT K

160 NEXT J

170 REM IMPRESION RESULTADOS

180 PRINT “LA SOLUCION ES:“

136 PR!NT " Cl’ " = "

190 FOR K=1 TO L . .

200 PRINT MN+(K—1) A5 "="; MN+K*A,C (K) /N
210 NEXT K

999 END

Otra medida interesante son las frecuencias acumuladas, tanto relati-
vas como absolutas. El proceso es idéntico, la unica variacién es la acu-
mulacion de las frecuencias anteriores a la hallada. Dejo al lector el calcu-
lo de estas frecuencias.

Formacion
Tabla Frecuencias

Obtencion del
Valor Maximo

Organigrama 13
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Comencemos con las medidas llamadas centrales. Estas son:

e Media aritmética.
e Moda.
e Mediana.

La
Pa

moda m, de una serie estadistica, es el valor de mayor frecuencia.
ra su estudio es necesario dos subrutinas ya vistas: una encargada del

calculo de las frecuencias, vista en este capitulo, y otra de clasificacion
para obtener la frecuencia maxima (capitulo 1). Estructuraremos nuestro
programa de acuerdo al organigrama 13.

El

1O
20
~ 0
40
S50
60
=T
80

90
100
110
120
130
140
150
160
999

listado resultante y la solucion para un caso concreto:

REM CALCULO DE LA MODA
INFUT “NUMERO DE DATOS: “:N

DIM D(N)
PRINT "INTRODUZCA DATOS:"

FOR I=1 TO N

INFUT D(I)
NEXT I

INFUT "INTRODUZCA LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO:

" MX, MN |
DIM C{(MX+h)

FOR I=1 TO N

IF D(I)>=MN AND D(I)<=MX THEN LET C(D(I))=C(D(I))+1
NEXT I

FOR I=1 TO N+MX

IF C(1)<C(I) THEN LET C(1)=C(I):LET S=1
NEXT I

FRINT "LA MODA ES5: "3;5

END

NUMERO DE DATOS: 10
INTRODUZCA DATOS:

- —
I
—
=
=
o "
=
=
>3
7 4
INTRODUZCA AsMFLITUD DE LOS INTERVALOS: 2
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INTRODUZCA LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO: 1 6
LA MODA ES: 5.5

La media aritmética viene dada por la férmula:

MA = Xi-fi

| ™M =

1
N i
en donde Xi son los distintos valores de X, fi su frecuencia y N el numero
total de valores, logicamente N=fi+f2+ ... +tk

Nos encontramos de nuevo con el esquema de trabajo indicado al prin-
cipio del capitulo. El programa es similar al de la moda, la variacion sera
la sustitucion de la subrutina de clasificacién por una que calcule el algo-
ritmo de la media. Aprovechando la lista de instrucciones anterior e intro-
duciendo nuestra modificacion, el resultado seria:

10 REM CALCULD DE LA MEDIA ARITMETICA
20 INPUT "NUMERO DE DATOS: ";N

30 DIM D(N)

40 PRINT "INTRODUZCA DATOS:"

S0 FOR J=1 TO N

60 INFUT D(J)

70 NEXT J

Q0 INFUT "INTRODUZCA AMFLITUD DE LOS INTERVALOS: *
A

100 INPUT "INTRODUZCA LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO:
e MX s MN

110 LET L=ABS (INT ( (MX=MN) /A))

115 DIM C(cL)

120 FOR J=1 TO N

130 FOR K=1 TO L

140 IF D(J) C(MN+K#A) THEN LET C()=CH)+1:60TO 160
150 NEXT K :

160 NEXT J

170 REM CALCULOS

180 FOR K=1 TO L

190 LET ME=ME+ ((MN+K*A+A/2) *C(K))
200 NEXT K

210 PRINT "LA MEDIA ES: ";ME/N
999 END

Queda por ver la Mediana. Su definicion estadistica es:
Se llama mediana de una serie estadistica al valor M, tal que existe igual
numero de observaciones mayores que menores que M.
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Si se observa, no hay mas que coger el elemento N/2 de nuestra matriz
de datos. Pero si no queremos un valor erréneo, es necesaria una clasifi-
cacion previa de esta tabla.

El proceso reflejado en el organigrama 14 sera mas facil de asimilar:

La resultante
D de esta clasificacion
es la tabla C(N)

Organigrama 14

Conocemos, por el capitulo 1, como efectuar una clasificaciéon (SORT)
de un conjunto determinado. Si se aplica esta subrutina a nuestros datos
iniciales, la obtencién de la mediana no tiene complicacién alguna. Antes
de escribir nuestra lista de instrucciones, se debe tomar en consideracion
un detalle importante. Pese a la rapidez de operacion del ordenador, es ne-
cesario el ahorro de tiempo, maximo cuando los datos pueden ser nume-
rosos. Se necesita el elemento N/2 de la tabla ya ordenada; si se clasifica
hasta dicho elemento ahorraremos la clasificacion de los términos poste-
riores. Asi en lugar de N pasadas, bastara N/2 con la consiguiente ganan-
cia de tiempo.

10
20
30
40
S0
&0

REM CALCULO DE LA MEDIANA
INFUT "NUMERO DE DATOS: “3;N
DIM D(N)

PRINT "INTRODUZCA DATOS:"
FOR J=1 TO N

INPUT DJ)
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70 NEXT J

80 REM CLASIFICAFION DE LOS DATOS

?0 FOR J=1 TO N

100 FOR K=J TO N

110 IF D(J)<D(K) THEN LET X=D(J):LET D(J)=D(K):LET
D (K) =X

120 NEXT K

130 NEXT J

140 LET S=INT(N/Z)+1

150 PRINT "LA MEDIANA ES: ";D(S)

999 END

A lo largo del capitulo se han visto conceptos estadisticos de las llama-
das medidas centrales. A continuacién trataremos las representaciones
graficas mas usuales.

Existen varios tipos de grdficas estadisticas; trataremos dos de ellas: la
de barras y la de sectores.

La de barras consiste en representar los dos ejes y sobre el eje X elevar
barras cuya elevacion sea el porcentaje de la variable. El programa resul-
tante sera:

10 REM GRAFICAS DE BARRAS PARA EL AMSTRAD

20 MOVE 0,0

30 INPUT "NUM. DE ELEMENTOS :";3;N

40 IF N>200 OR N<i THEN FPRINT "ERROR: ENTRE 1 Y 20
0o":60TO 30

SO DIM TABLA(N)

60 INFUT "TECLEE DIFERENCIA ENTRE ESCALAS: ";V
70 FOR I=1 TO N

80 PRINT "“DATO ";I:INPUT TABLA(I)

20 IF TABLA(I)>25%V THEN PRINT "ERROR:VALOR SUFERI
OR A"3;25%V:60TO 80

100 NEXT I

110 CLS

120 BARRADO=INT (200/N)

140 FLOT 100,200:DRAW 100,400

150 FOR I=BARRADO TO 200 STEF BARRADO

160 PLOT 100+1,195:DRAW 100+I,200

170 NEXT I

180 FOR J=V TO 200 STEF BARRADO

190 PLOT 95,200+J:DRAW 100+I,200

200 NEXT J

210 J=0

220 FOR I=BARRADO TO 200 STEF BARRADO

100



230
240
250
260
270
280
290

J=J+1

CIMA=25%V

FORC=INT (TABLA(J) #*100/CIMA)
SUBIDA=INT (FORC*CIMA/100)
PLOT 100+I,200

DRAW 100+1,200+SUBIDA

NEXT I

Otro tipo de graficas consiste en dividir la circunferencia en secciones,
cuyos angulos son proporcionales de las variables. El razonamiento es si-
milar al anterior.

REM GRAFICA DE SECTORES FARA AMSTRAD
INFUT “CUANTOS ELEMENTOS: "N

DIM TABLA(N)

FOR I=1 TO N

PRINT "ELEMENTO "“j;I:INFPUT TABLA(I)
NUM=NUM+TABLA(I)
NEXT 1
CLS

DEG
ORIGIN 320,200

FOR I=1 TO 360

FLOT 100%COS(I),100%SIN(I)

NEXT I

DIM GRAD(N)

FOR I=1 TO N
FORC=INT (TABLA (I) *100/NUM)

GRAD (I)=INT (360#%#PORC/100)

NEXT I

G=0

FOR J=1 TO N =
ORIGIN 320,200

DRAW 100%*C0OS (GRAD (J) +6G)  100*SIN(GRAD (J) +6)
G=6+GRAD (J)

NEXT J

Existen otros tipos de graficas; su mayor o menor dificultad depende-
ran de la pericia del lector. jAnimo!

101






ESTADISTICA (II) 3=

MEDIDAS DE DISPERSION

N el capitulo anterior se traté de las medidas centrales vy,
posteriormente, se logré hacer graficas estadisticas con el
ordenador. Ahora se veran las llamadas medidas de dis-
persion.

La utilidad de éstas viene dada por la necesidad de
completar la informaciéon conseguida por las medidas
centrales. Si se observa la siguiente tabla:

Calificaciones

Calificaciones fi

S OWhUI=5

Media X = 2,90 Y =2,85

Se ve como las medias son casi iguales, pero en la tabla B, los datos es-
tan mas dispersos. Por esta razon se penso en la utilizacién de otras medi-
das, que informaran sobre esta dispersion. Las medidas de dispersion son
siempre respecto a la media aritmética. Ya tenemos un punto de apoyo a
la hora de estructurar los programas. Habra que echar mano de los pro-
cesos y subrutinas del tema anterior para el célculo de las medidas de

dispersion.
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La primera en tratar es la desviacion media. Para ello, vamos a definir
el concepto de Recorrido:

— Recorrido de una serie estadistica es la diferencia entre el valor
maximo y el valor minimo.

Fijese en el organigrama 15.

Organigrama 15

Tanto la recogida de datos como su posterior clasificacion no deben
ofrecer dificultad alguna, ya que ha sido tratado en temas anteriores. Es-
pero que el lector no encuentre ningin obstaculo en la confeccién del
correspondiente programa. Logicamente UMax=A(1) y Umin=A(N), siem-
pre y cuando esté ordenada la tabla de mayor a menor; en caso contrario,
la asignacién del valor maximo y minimo seria la inversa.

Una vez conocido el recorrido continuemos con el concepto de desvia-
cion media.

Al estudiar la media aritmética, se vio que era una medida de tenden-
cia central; pues bien, la desviacion media indica el valor en que los dife-
rentes elementos de una serie se alejan de este punto central.

Logicamente lo ideal es que esta medida fuese igual a 0, pero esto no
sucede nunca.

Cuando el espacio muestral es pequeno, la férmula estadistica mas
apropiada es:

Y| X—Xm |
N

DM =
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en la que:

X = Valor de los distintos elementos.
XM = Valor de la media aritmética.
N = Numero de elementos.

Reflejemos el desarrollo en el organigrama 16.

Organigrama 16.

El programa deducido del organigrama 16.

10 REM CALCULO DE LA DESVIACION MEDIA
20 REM ENTRADA DE DATOS
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25 LET SU=0:LET DT=0

30 INFUT "NUMERO DE DATOS? "jN

40 DIM ACND

S0 FOR J=1 TO N

60 INPUT AGT)

65 LET SU=SU+A(J)

70 NEXT J

80 REM CALCULD DE LA MEDIA

20 LET ME=SU/N

100 REM CALCULOS DE LAS DESVIACIONES
110 FOR J=1 TO N

120 LET D=ABS(A(J)-ME)

130 LET DT=DT+D

140 NEXT J

150 PRINT "“LA DESVIACION MEDIA ES: "3;DT/N

Cuando el namero de datos es numeroso seria conveniente dividir el
espacio muestral en intervalos. Esto ya lo hicimos en el tema anterior; aho-
ra bien, el calculo de la desviacién media varia. El camino a seguir seria:

1. Se distribuye la serie por clases.

2.° Se hallan las frecuencias (X), el numero de elementos que perte-
necen a cada clase.

3.° Se halla el punto medio, marca de clase, de cada intervalo.

4.° Se halla la media.

5. Se calcula (X—XM), X=Marca de clase.

6.° Se multiplican las frecuencias por (X—Xm).

La férmula nos queda:

If- | X— Xm |
N

Fijese en el organigrama 17 e intente construir el programa.

Todos los procesos son conocidos, luego no creo que presente ningu-
na dificultad la realizacion de la lista de instrucciones.

Otra medida de dispersion para hallar la homogeneidad mas o menos

acentuada de un conjunto de elementos es la desviacion tipica o estandar.
La formula es la siguiente:

X | X—Xm |?
N
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Organigrama 17

en la que

Y | X—Xm |2 = Suma de los cuadrados de las desviaciones.
N = Numero de elementos.

Ya que en la desviacién media para el caso de pocos elementos, en ésta
lo haremos para un gran espacio muestral.
En este caso la formula quedaria:

3f- | X— Xm |2
N

donde:

X = Punto medio de cada intervalo.
F = Frecuencia de cada clase.
N y Xm son el numero de elementos y la media aritmética.
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Los pasos son los siguientes:

1.° Recogida de datos.

2.° Hallar las frecuencias de cada clase.

3. Calcular y almacenar en una tabla las marcas de cada clase.
4.° Aplicar la subrutina para hallar la media aritmética.

5. Hallar f- | X—Xm |2 e ir acumulando estos colores.

6.° Aplicar la formula 6 e imprimir el resultado.

Todo

s los pasos han sido calculados anteriormente, s6lo el punto 5.° es

diferente, pero es similar al estudiado en el programa anterior.
Fijese en el programa; los comentarios (REM) iran indicando cada uno

de los di

0
s MX
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
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ferentes pasos a realizar:

REM CALCULO DE LA DESVIACION TIFICA

INPUT "NUMERO DE DATOS";N

LET SU=0

DIM A(N)

PRINT "INTRODUZCA DATOS:"

FOR J=1 TO N

INPUT D(J):SU=8SU+D(J)

NEXT J

LET ME=SU/N

INFUT "INTRODUZCA AMPLITUD DE LOS INTERVALOS:";

INFUT "INTRODUZCA LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO:"
s MN

LET L=INT (MX-MN)/A

DIM C(L)

FOR J=1 TO N

FOR K=1 TO L

IF D(J)<(MN+K#A) THEN LET C(K)=C(K)+1:G0T0 160
NEXT K

NEXT J

REM FORMACION DE LA TAEBLA DE LOS FUNTOS MEDIOS
DIM ML)

FOR J=1 TO L

LET M(J)=MN+A*(J-1)+A/2

NEXT J

REM CALCULO DEL CUADRADO DE LAS DESVIACIONES
FOR J=1 TO L

LET D=ABS (M(J)-ME)

LET SU=SU+D"2%*C (J)

NEXT J

LET DE=SQR(D/N)

PRINT"LA DESVIACION TIFICA ES:"DE



Un método estadistico para ahorrar operaciones es aplicar el método
abreviado de elegir una media supuesta. A partir de esta media calcular
las desviaciones (D) y aplicar la formula siguiente:

2

&
N

If-d
N

en la que

I = Intervalo de clase.
N = Numero de elementos.
Simplemente es modificar el anterior programa de la siguiente manera:

1.2

2.0

Pedir la supuesta media; por tanto, eliminar la subrutina de la
media.
Sustituir esta formula donde se aplique la otra.

Dejo al lector comprobar la rentabilidad de un método y de otro. Hay
que tener en cuenta que siempre es necesario probar los métodos para va-
rios grupos de elementos. Muchas veces el empleo de distintos métodos
en procesos informaticos varian segun la cantidad de datos a tratar. Un
ejemplo claro son los distintos métodos de clasificacion; su eleccion de-
pende de variadas formulas que midan la rentabilidad del empleo de uno
u otro, en relacion al numero y tipos de datos.

A veces es interesante conocer la desviacion en porcentaje. Habria que
anadir a nuestro programa los siguientes puntos:

— Calcular Ma + o.

— Ver cuantos elementos estan en (Ma—o, Ma+o0).

— Calcular el porcentaje que representan estos elementos en el espa-
cio muestral.

Traducido a instrucciones seria:

300
310
320
N+1
330
340
350

REM SUBRUTINA PARA EL CACULO DE PORCENTAJES
FOR J=1 TO N

IF D(J)>(ME-DE) AND D(J)<(ME+DE) THEN LET CN=C
NEXT J

PRINT "EL FORCENTAJE ES:";CN*100/N

RETURN

Después de lo visto en estos dos capitulos tenemos todos los elementos
necesarios para un analisis completo estadistico.
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Supongamos que tenemos los siguientes datos:

#x%%%SOLUCION A UNOS DATOS

LOS DATOS SON:

144-148 2
148=152 15
156=160 32
160=164 81
164~168 - =20
168=-172 104
172=176 98
176=180 76
180~184 67
184~-188 =32
188-192 19
192=-196 4
TOTAL 700

CLASIFICADOS POR

AFPLICANDO LOS DISTINTOS PROGRAMAS:

LA MODA ES:170.8
LA MEDIA ES:170.7
LLA MEDIANA ES:170.7

LA DESVIACION TIFICA ES:10

EL FORCENTAJE ES :97
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ESPACIO VECTORIALHZ

L estudio de los vectores y su posterior aplicacion en la Fi-
sica hace necesario que se trate en este libro.

Un vector es un segmento orientado, de tal forma que
es necesario conocer la direccion, modulo y sentido del
mismo.

Lo primero es saber operar con vectores; en el siguien-
te programa se aprendera a realizar estos procesos:

1. Calculo del modulo.

2.° Suma de vectores.

3.° Producto de un vector por un escalar.
4.° Producto escalar.

Para este ultimo punto se calculara, previamente, el valor del angulo
formado por dos vectores. La subrutina correspondiente es:

10 - INPUT “COORDENADAS DE LOS DOS VECTORES:” X0,Y0,X1,Y1
500- P1=X0-X1-YO0-Y1
510 P2=SQR(X022 X122)SQR (YOA2 Y1A2)
520 COSENO=P1/P2
530 RETURN

El programa completo es el siguiente:

10 REM OFERACIONES CON VECTORES

20 PRINT "ELIJA OFCION:"

30 PRINT "1-CALCULO DEL MODULO"

40 PRINT “2-CALCULO DE LA SUMA DE DOS VECTORES"
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SO PRINT "3-PRODUCTO DE UN VECTOR FOR UN ESCALAR"
&0 PRINT "4-FPRODUCTO ESCALAR"

70 INFPUT OF:IF OFP<1 OR OF>4 THEN GOTO 70

80 IF OPF=1 THEN GOTO 100

82 IF OP=2 THEN GOTO 200

84 IF OP=3 THEN GOTO 300

86 IF OF=4 THEN GOTO 400

20 END

100 INFUT "INTRODUZCA COORDENADAS DE LOS EXTREMOS:
"$X0,Y0,X1,VY1

110 LET MO=SQR(X1-X0)"2+8QR(Y1-YO0)"~2)

120 PRINT "EL MODULO ES";MO

130 RETURN

200 INFUT “INTRODUZCA LAS COORDENADAS DE LOS VECTO
RES: ":V1,U1,V2,U2

210 PRINT "EL VECTOR SUMA ES:";V1+V2;",";UL1+U2

220 RETURN

300 INFUT "INTRODUZCA LAS CODORDENADAS DEL VECTOR Y
EL ESCALAR";V1,U1,A

310 PRINT "EL RESULTADO ES:";Vix*Aj;Ul*A

320 RETURN

400 INPUT "INTRODUCIR LAS COORDENADAS DE LOS DOS V

ECTORES: "j;V1,U1,V2,U2

410 LET M1=SQR(V1™2+U1"2)

420 LET M2=6QR(VZ"2+U2"2)

430 REM LLAMADA A LA SUBRUTINA DEL CALCULO DEL COS

ENO INDICADA ANTES

440 GOSUB S00

450 LET FR=M1*M2%*CS

460 PRINT “EL PRODUCTO VECTORIAL ES:";FPR

470 RETURN

Como se ve, el programa principal (10-90) se compone de un menu
para la eleccion de operacion. Segun ésta seran necesarios unos datos ini-
ciales, introducidos por medio de los input’s. Las operaciones en si no pre-
sentan ninguna dificultad, s6lo hay que resenar la llamada a la subrutina
del coseno, vista al principio del programa, necesaria para el calculo del
producto escalar.

Una vez que hemos aprendido a operar con vectores, dejaremos para
el siguiente capitulo los problemas relacionados con bases y cambio de las
mismas. Ahora se trata de aprovechar al maximo las coordenadas de un
punto.

Dados N puntos, con sus respectivas coordenadas es posible hallar el
area del recinto limitado por ellos. Esto es gracias a la férmula de Gauss.
Esta es:

(X@2)+X(1+ 1) *(YJ)—YJ—1))
2

AREA =
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La unica limitacién es la imposibilidad de que se corten los lados, de
tal forma que el perimetro se cruzase.
Ver organigrama 18.

Organigrama 18

Una vez conocida la formula para N lados nos centraremos en una fi-
gura ya estudiada en este libro: el triangulo.

Conocidos tres puntos, se trata de calcular todos los puntos notables
del triangulo, tales como: baricentro, incentro, ...

El procedimiento consistira en ir aplicando las distintas propiedades
ya vistas. Todas las formulas empleadas son aplicacion directa de formu-
las matematicas.
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A B

El programa nos resultaria:

- 10
20
30
40
S50
&0
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170

REM
INFU
INFU
INPU
LET
LET
LET
LET
CEY
LET
LET
LET
LET
LEL
LET
Lt
LET

CALCULO DE LOS FUNTOS NOTAEBLES DE UN TRIANGULO
T "INTRODUZCA LAS COORDENADAS X1,Y1 DEL PUNTO A: ";X1,Y1
T "INTRODUZCA LAS COORDENADAS X2,Y2 DEL FUNTO B: "3:X2,Y2
T "INTRODUZCA LAS COORDENADAS X3I,Y3 DEL FPUNTO C: ";X3,Y3
L1=8GR((X3-X2) "2+ (Y3-Y2) ~2)
L2=68OR( (X3-X1)"2+(Y3-Y1)"2)
L3=8OR ((X2=X1) "2+ (Y2-Y1)2)
A1=ATN(L2/L.3)
AZ=ATN(L3I/L1)
AZ=ATN(L1/L2)
XB=(X1+X2+X3) /3
YB=(Y1+Y2+Y3) /3
XI=(LIXX1+L2XX24LIAXT) / (L1+L2+4L.3)
YI=(L1XY1+L2XY2+L3XY3) / (L1+L2+L3)
XO0=(X1XTAN (A1) +X2XTAN(A2) +XIATAN(AZ) ) / (TAN(AL) +TAN(A2) +TAN (AZ) )
YO=(Y1KTANC(AL) +Y2KTANC(AZ) +YIKTAN(AT) ) /(TAN(AL) +TAN (A2) +TAN (A3) )
XC=((X24XZ)H¥TAN(AL) + (XI+X1)XTAN(A2) + (X1+X2) ¥ TAN(AZ) ) / (2X (TAN (A1) +TAN(A2)

+TAN(A3)))

180 LET YC=((Y2+Y3)XTAN(A1) + (Y3+Y1) XTAN(A2) + (Y1+Y2) XTAN(A3) ) / (2X (TAN (A1) +TAN(A2)
+TAN(AZ) ))

190 PRI

200
210
220
230
240
999

PRI
PRI
PRI
PRI
PRI
END

NT "LOS LADOS SON: "jLiz" "zL23" ";L3
NT “LOS ANGULOS SON: “3;A13" “3A2;" ";A3

NT "LAS COORDENADAS DEL BAICENTRO SON: ";XE:;" ":;YR
NT "LAS COORDENADAS DEL INCENTRO SON:  "3XI3" "3;VI

NT "LAS COORDENADAS DEL ORTOCENTRO SON: "gXO3" "3YO
NT "LAS COORDENADAS DEL CIRCUNCENTRO SON: "3XC;" ";YC

Los datos iniciales (20-40) seran, logicamente, las coordenadas de los
tres puntos. Los resultados se obtienen aplicando las formulas geométri-
cas correspondientes. Partiendo del cdlculo de la longitud de los lados (dis-
tancia entre dos puntos) se obtienen el baricentro y el incentro (100-130).
Gracias al calculo de los angulos es posible saber el circuncentro y orto-
centro (200-260).
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LA RECTA

N el capitulo 8 tratamos las ecuaciones de primer grado,
posteriormente (en el capitulo anterior) vimos las coor-
denadas en el espacio vectorial. En éste, uniremos ambos
conceptos para tratar la linea recta.

Intentaremos lograr que nuestro ordenador maneje
conceptos como paralelismo, perpendicularidad, etc.
Como habitualmente hacemos, comenzaremos con lo mas
sencillo; tengamos en cuenta que nuestro micro no parte
con los conocimientos basicos necesarios.

Hay cinco formas comunes de representar a la linea:

1.° Ecuacién general:
AX +by=C
2.° Forma explicita:
Y—-Y1=MX-X,)

3. Parameétricas:

X=X,+T*V,
Y=Y,+T*V,
4.° Continua:
X=X, _ Y=Y,
A V,

5.° Funcion segmentos que determina sobre los ejes:

X Y
Fte~!
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Lo primero es conseguir saber traspasar la representacién de la recta
de una a otra. Para ello, seguin los datos conocidos, pueden darse los si-
guientes casos:

1. Conocidos A, B, C.

2.° Conocidos dos puntos (X1, Y1) y (X2, Y2) por los que pasa.
3.° Conocidos un punto (X1, Y1) y el vector direccion (V1, V2).
4.° Conocidos un punto (X1, Y1) y la pendiente M.

5.° Conocidos los segmentos sobre los ejes.

Estas son las posibles opciones para determinar una recta.

Confeccionaremos un menu para que, segun la opcién tecleada, nues-
tro ordenador reclame los datos necesarios.

En todos los casos hay que conseguir los mismos parametros A, B, C,
V1, V2, M, F, G, X1 y X2; segun tengamos unos u otros aplicaremos las re-
laciones matematicas oportunas. He aqui el programa; las anotaciones de
la derecha te serviran para seguir el desarrollo matematico:

10 REM PROGRAMA PARA EL TRASPASO DE UNA FORMULA DE LA RECTA A OTRA
20 PRINT "ELIJA OPCION:"

30 PRINT “1-CONOCIDO A,EB,C"

40 PRINT "2-CONOCIDO DOS PUNTOS"

S0 PRINT "3-CONOCIDO UN PUNTO Y EL VECTOR DIRECCION"
60 PRINT "4-CONOCIDO UN PUNTO Y LA PENDIENTE"

70 PRINT "S-CONOCIDO LOS SEGMENTOS SOBRE LOS EJES"
80 INPUT OP:IF OP<1 OR OP>& THEN GOTO 80

90 IF OP=1 THEN GOSUE 200

91 IF OP=2 THEN GOSUB 300

92 IF OP=3 THEN GOSUE 400

93 IF OP=4 THEN GOSUB S00

95 IF OP=5 THEN BGOSUE &00

100 BOSUB 700

110 END

200 INPUT "A,B,C: "3A,R,C

210 LET M=-B/A

220 LET X1=1:LET Y1=(AXX1+C)/-B

230 LET X2=2:LET Y2=(AKX2+E)/-B

240 LET V1=X2-X1:LET V2=vY2-Y1

250 LET F=C/A:LET G=C/B

260 RETURN

300 INPUT "INTRODUZCA X1,Y1,X2,Y1 "3X1,Y1,X2,Y2
310 LET V1=X2-X1:LET V2=Y2-Y1

320 LET M=—(Y2-Y1)/(X2-X1)

330 LET A=Y2X (X2¢X1) -X1X(Y2-Y1)

350 RETURN

400 INPUT "INTRODUZCA X1,Y1,V1,V2: "yX1,Y1,V1,V2
410 LET M=—V2/V1

420 LET A=V2:LET B=V1

430 LET C=Y1XV1-X1%V2

440 LET F=C/A:LET G=C/E

450 RETURN

S00 INFUT "INTRODUZCA X1,Y1,M "3X1,Y1,M

510 LET X2=2:LET v2=2
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515 LET V2=-V1xM
520 LET A=V2:LET B=-V1

530 LET C=Y1¥kV1-X1%V2

540 LET F=C/A:LET G=C/B

550 RETURN

600 INFUT "INTRODUZCA LOS DOS SEGMENTOS F,6 ";F,G
610 LET C=F:LET A=1:LET B=C/G

620 LET M=-E/A

630 LET X1=1:LET Y1=(AKX1+C)/-B

640 LET X2=2:LET Y2=(AKX2+C) /-F

650 LET V1=X2-X1:LET V2=y2-Y1

660 RETURN

700 REM IMPRESION

710 PRINT "EN FORMA GENERAL ES:"

720 PRINT A3 "X+"3;B3;“Y+";C;"=0"

730 PRINT "EN FORMA EXFLICITA ES:"

740 PRINT "Y="3Y13"="gM;" (X-"3X1;")"

750 PRINT "EN FORMA CONTINUA ES:"

760 PRINT "X="§X13"/"3V1g"= Y="3Y13"/"3V2
770 FRINT "EN FORMA PARAMETRICA ES:"

780 PRINT "X="jX13"+ Th"3V1

790 PRINT "Y="3Y1;"+ TX"3V2

800 PRINT "X/";F3"+Y/";6;"=1"

810 FRINT "X/"3F3"+Y/"3G;"=1"

820 RETURN

Por medio del menu principal se bifurca a la opcion deseada. En ésta
se pedira los datos necesarios y a partir de éstos se calculan el resto de los
datos. En todas las direcciones dadas por el GOSUB se sigue este proceso;
las formulas se obtienen despejando el dato, hallar de una u otra forma de
representacion, siempre teniendo en cuenta los datos iniciales.

Obtenida la recta, juguemos con ella; o, mejor dicho, consigamos que
nuestro ordenador lo haga. Comencemos con la relacion de paralelismo y
perpendicularidad de dos rectas. Para conocer estas relaciones es esencial
saber el angulo que forman. El angulo formado por una recta y el eje OX
viene dado por la pendiente M(M=tanga). Si deseo una recta paralela, ésta
debera tener la misma pendiente. No habria ningtin problema en hallarla.
Con la perpendicular habria algunas dificultades, ya que habria que au-
mentar (o disminuir) en M/2 radiones.

Matematicamente sabemos la condicién de que una linea sea perpen-
dicular a otra, es:

1
M1 = Pl

Pongamoselo dificil a nuestro ordenador y programémosle para con-
seguir la pendiente progresivamente sin aplicar directamente la férmula.
Supongamos conocidos A, B y C inicialmente (si éstos no fueron los da-
tos, aplicando el programa anterior, los calculariamos) y nos pidieran
calcular la paralela y la perpendicular que pase por el punto (Xo, Yo). Con
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la paralela no habria problema y quedara solucionado entre las lineas 70
y 120. Pero la perpendicular la vamos a hallar de diferente manera. Ire-
mos girando la recta paralela obtenida, de 10 en 10 grados, hasta conse-
guir 90°. En este momento, comprobaremos dos cosas:

1.° Que la recta obtenida tiene su pendiente igual

=1
M2

2.° La distancia entre el punto (Yo, Yo) y la recta es minima.
Para este segundo punto seguiremos los siguientes pasos:

a) Calculemos el punto de corte (X1, Y1) entre la recta dato y las di-
ferentes rectas que voy hallando.
b) Calculo la distancia (X1, Y1) y (Xo, Yo).

Como comprobacién adicional si en vez de parar el giro en 90° se con-
tinia hasta 100°, observara como empieza a aumentar la distancia.

10 REM CALCULD DE LA PERPENDICULAR DE UN FUNTO

20 INPUT "INTRODUZCA RECTA DESEADA (A;B;C):";A,B,C
30 INPUT “INTRODUZCA EL PUNTO XO,YO:";X0,YO

40 REM LA FORMULA DE LA RECTA PARALELA VARIA SOLO
EN C

50 LET CP=—(A*XO0+B*X0)

60 LET MP=-B/A

70 PRINT "PENDIENTE".,"DISTANCIA“

80 FPRINT "====== __n,' " "

90 FOR J=1 TO 10

100 LET Mi=—(TAN(.1745327777#)+MP) / (TAN(, 174532777
#) *MF)

110 LET XC=(M1%B%XO-YO#*E—-C) / (A+M1)

120 LET YC=-(A*XC+C)/B

130 LET D=S@R((XC—-X0) "2+ (YC-YO0)"2)

140 PRINT Mi,D

150 MP=M1

160 IF J=9 THEN MS=M1

170 NEXT J

180 PRINT “"LA ECUACION ES :"

190 PRINT “Y="3;YO3"="3sMiz" (X="3X05")"

999 END

El célculo de la paralela (lineas 50, 60) no representa ninguna dificul-
tad al aplicar directamente las formulas de paralelismo. Con el FOR (linea
90-120) se produce el proceso de girar la linea 100 grados, de 10 en 10.
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calculando la distancia (98) a la vez que la pendiente (95). Para saber la
solucion se utiliza la instruccién 110.

Si se atreve, la version grafica de este programa puede serle interesan-
te. Solo tiene que ir tomando como referencia el punto de corte y lanzar
lineas (por ejemplo, DRAW en el Amstrad) desde (Yo, Yo) a los distintos
puntos de corte.
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CURVAS CONICAS ]7

L estudio de las conicas con sus relaciones es el tema a tra-
tar en este capitulo. Empezaremos con la mas conocida
de todas ellas: la circunferencia.

El lugar geométrico de los puntos del plano que equi-
distan de un punto fijo llamado centro es la circun-
ferencia.

¢Qué es un lugar geométrico?

Es el conjunto de puntos que poseen una determinada
propiedad (y ademas son los inicos puntos que la poseen).

Un dato a tener en cuenta es el radio. Definido como la distancia del
centro a cualquier punto de la circunferencia.

(Xp Yo)

El radio vendra dado por la expresion: r=1/2+Y?2. Elevando al cuadra-
do se obtendra la formula general de la circunferencia.

RI=X? +Y?
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El siguiente programa calculara los valores de los puntos de la circun-
ferencia. Como todos no se pueden hallar (son infinitos), impondremos un

intervalo 5/100.

10 REM CALCULO DE LA TABLA DE VALORES DE UNA CIRCU
NFERENCIA

20 INPUT "“INTRODUZCA RADIO: "“3;R
SOPRINT X5y

40 PRINT l'_.ll’ \ . m—— 1 2

S0 LET DE=2%#3.14159/100

&0 FOR J=1 TO 20

70 LET X=R*#COS(DE%*(J-1))

80 LET Y=R*SIN(DE*(J-1))

20 PRINT X,Y

100 NEXT J.

Ya hemos conseguido hallar una tabla de valores. El dibujar esta cir-
cunferencia lo dejo al lector. Tenga en cuenta que en los Manuales de la
mayoria de los micros vienen unas subrutinas de ejemplos; una de ellas
suele ser el dibujo de la circunferencia.

La circunferencia puede venir dada por la formula llamada general:

AX?+BY?*+ CXY+DX+EY+F=0

Las condiciones que deben cumplir estos coeficientes son:

A=1K D= —2ak
B=1K E=—2bk
C=0.K F=(a’+b?>—r?) K

Si despejamos a, b y r nos queda:

b __E 1 rEax

SERNCT 2A 2A

Es decir, sera una circunferencia de centro

D E

== —

—2A —2A
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Dada una recta puede ser interesante saber su posicion respecto a una
circunferencia. Fijese en la figura y donde pueden verse los tres posibles
casos:

..

Ver organigrama 19.

Organigrama 19
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La lista de instrucciones no revistira ninguna dificultad. Simplemente
habra que resolver el sistema dado por las ecuaciones de las dos figuras
geométricas: recta y circunferencia. Nos quedara una ecuacion de segun-
do grado, y analizando su discriminante se obtendra la posicion de la recta.

10 REM CALCULDO DE LA FOSICION DE UNA RECTA EN UNA
CIRCUNFERENCIA

20 INFUT "INTRODUZCA EL RADIO : "3R

30 INFUT "INTRODUZCA COEFICIENTES DE LA RECTA (AsB yan
+C) t"3A4B,C <
40 LET DE=2%3.14159/100

S0 REM X2+ (~C-AX) "2=R™2. DESARROLLANDO QUEDA: (A™
2#1 I XF2CX+(C~2~R™2)

60 LET B=2%C:LET A=A"2+1:LET C=C~2-R™2

70 LET DI=B"2-4*AxC

Q0 IF DI<0O THEN PRINT "LA RECTA ES EXTERIOR."

100 IF DI=0 THEN PRINT"LA RECTA ES TANGENTE"

110 IF DI>»0O THEN FPRINT "LA RECTA ES SECANTE"

999 END

1)X

Un concepto importante en el estudio de las circunferencias es la po-
tencia de un punto respecto de una circunferencia. Dado un punto
P(Xo, Yo), si de ¢l se trazan secantes a la circunferencia se cumple:
PA.PB=constante, siendo PA el segmento que une Py el primer punto de
corte, y PB lo mismo con el segundo punto de interseccion de la
circunferencia.

A este producto se llama potencia de un respecto a una circunferencia.
Si logramos trazar un secante tal como la figura:

Se ve que P=d?—r?, ya que PA=d—r y PB=d+r siendo d la distancia
del punto a la recta, sabiendo que d*=(Xo—a)?>+(Yo—b)?, la potencia sera:

P, =(Xo—a)?+(Yo—b)?— 2
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Dadas dos circunferencias se llama eje radical a la recta compuesta por
los puntos que tienen la misma potencia respecto a las dos circunferen-
cias. Dado los centros y radios de dos circunferencias calcularemos su eje
radical al siguiente programa:

10 REM CALCULO DEL EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENC

IAS

20 INPUT “INTRODUZCA CIRCUNFERENCIA 1 EN FORMA GEN
ERAL : "3;D1,E1,F1

30 INPUT "INTRODUZCA CIRCUNFERENCIA 2 EN FORMA GEN
ERAL : ";D2,E2,F2

40 PRINT "EL EJE RADICAL DE LAS DOS CIRCUNFERENCIA
S ES: ™

S0 PRINT “COEFICIENTE DE LA X: “3D1-D2

60 PRINT "COEFICIENTE DE LA Y: ";E1-E2

70 PRINT “TERMIND INDEFENDIENTE: ";Fi-F2

999 END

Otra coénica conocida es la elipse. Se define como el lugar geométrico
de los puntos, tales que la suma de las distancias a dos puntos fijos llama-
dos focos en constante.

AY

(K <
! F' x

v

Elementos de la elipse:

F y F: Focos de la elipse.

Eje focal: Eje que pasa por los focos.

Eje secundario: Eje mediatriz del segmento FF.

Vértices: Puntos donde cortan los ejes a la elipse.

Radios vectores: Son los segmentos que unen los focos con un punto
cualquiera de la elipse.
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La féormula de la elipse vendra dada por:

(X—X)? (X—Yo)?
a? X b? -

donde Xo y Yo son las coordenadas del centro.

Veamos como podemos imprimir una elipse. Para ello reduzcamos la
férmula a:

X? Y?
a? + b2 .
Hay que tener en cuenta que en la impresora, al menos las usuales, no pue-
den subir y bajar. El grafico habra que hacerlo de tal forma que vayan sa-
liendo las lineas horizontalmente. Es decir, la elipse quedara como un ba-
16n de rugby. Al aplicar la férmula, ésta nos da dos posibles valores de y:

10 REM TABLA DE VALORES DE UNA ELIPSE
20 INPUT "INTRODUZCA VALOR DE LOS SEMIEJES A,B: "3

AR
20 PRINT * X"_, " Yl", woyon
4() PRINT Pme——r - Yprem——— - P—

S50 LET I=R/20

60 FOR J=1 TO 21

65 LET X=Ix(J-1)-A
FOLET-V1=(C=(B 2) XAX"2I/ASD
80 LET Y2=(C-A(B 2)X(X"2))/A™2
FOPRINT X, Y1, Y2

100 NEXT J

299—END

Partiendo desde X=A hasta X=0 tendremos media elipse dibujada. Si
lo hiciéramos desde X= — a hasta X=a obtendriamos la elipse entera. Se
va a hacer sélo media elipse, para después repetir el FOR de 0 a A, consi-
guiendo la otra media.

El programa no tiene dificultad, bastara controlar los blancos antes y
después de imprimir los asteriscos.

¢Donde estaran los ejes?

Debido al problema de la impresora, los ejes quedaran invertidos.

Otro punto a tener en cuenta es la limitacién de nuestra grafica. Pode-
mos disponer de un ancho de 80 columnas, luego el valor maximo de
Y sera 39 (80—2/2). Esta cota habra que tenerla en cuenta a la hora de sa-
ber el valor de cada posicion de la impresora.

¢Coémo calcularla?
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Muy sencillo, el valor maximo de Y es cuando X=0, sustituyendo este
valor en la formula: Y=

Si como mucho el ancho puede ser B, cada posicién representara un
valor de: (39/B). Tampoco sirven los decimales, luego habra que utilizar
la funcion INT. Esto originara pequenios relieves en nuestra grafica. El pro-
grama quedaria:

10 REM GRAFICA DE LA ELIFSE
20 INPUT "INTRODUZCA VALOR DE LOS SEMIEJES A,H: ";
A B

30 LET C=A"2XB"2

40 LET I=B/20

50 FOR J=1 TO 21

60 LET X=Ik(J—1)-A

70 LET Y1=(C—(B"2) XK (X"2)) /A"2
75 LET Y1«SOR(ABS(Y1))

80 GOSUR 200

90 NEXT J

100 END

200 REM SUBRUTINA DE GRAFICA
205 IF Y1=0 THEN PRINT "

23 6OTO 310

210 LET P=39/(BX2)

220 LET G=INT (Y1XF)

225 LET G=ABS(G):LET N=39-G

226 FPRINT

230 FOR B={ TO N
e e A e e
250 NEXT R

260 PRINT "%";3
265 LET N=2%G
270 FOR B=1 TO N

280 PRINT "'y
290 NEXT R
300 PRIMNT "&"j
310 RETURN

Ya sabe el ordenador manejar circunferencias y elipses, completemos
su formacion con la hipérbola. Esta viene representada por la figura:

Y
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Su definicion es: lugar geométrico de todos los puntos del plano tales
que la diferencia de las distancias a dos puntos fijos llamados focos es una
cantidad constante.

Elementos significativos:

Focos K y F’, son los puntos fijos de la definicion.

Distancia focal: FF.
Radios vectores: PFy PF.

Eje focal: recta que pasa por los focos.

Se cumple que para cualquier punto P:

Su férmula general:

(X—Xo0)? _ (Y—Yo)?

=1

a2

b2

Siendo (Xo, Yo) los coordenados del centro de la hipérbola.
Al igual que se hizo con las otras dos conicas se programara al ordena-
dor para obtener la formula segin unos datos dados.

10 REM CALCULO DE LA

LA
20 INPUT
";X,Y

30 INFUT
40 PRINT
50 FRINT
60 PRINT
70 FPRINT
80 PRINT

)= {AT2XB"2) - (AT2XY"2)

"INTRODUZCA

"INTRODUZCA
"EL. TERMINO
"EL TERMINO
"EL TERMINO
"EL TERMINO
"EL TERMINO

FORMULA GENERAL DE LA HIPERRO
COORDENADAS DEL CENTRO (X,Y):

VALORES DE A Y EB: "3;A.R
DE-X~2-ESs *yB~2

PDE—¥=2-EBF " =1A"Z)

DE X ES & "§—(X&kB"2)

PE-Y ES 3 N3YkA"2
INDEFENDIENTE ES : "3 (B"2%XX"2

Habiendo comprendido la circunferencia y la elipse no entrana dificul-
tad alguna el programa anterior.
Un caso interesante es cuando dan una ecuacién y piden decir qué cla-

se de coénica es.

Para ello, se basara el razonamiento en la siguiente propiedad ma-

tematica:

Sea AX?+BXY+CY? +DX+EY+F
Se hace: A*C*F—2*B*E—A*E2—C*D?—F*B?=DETER

Si DETER >0 es hipérbola
DETER <0 es elipse
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El programa deducido sera:

10 REM SUBRUTINA FARA DISTINGUIR DOS CONICAS

20 PRINT "INTRODUZCA DATOS:"

30 INFUT "EL TERMINO EN X2 ES :";
40 INPUT "EL TERMINO EN XXY ES :":E
SO=INPUT B TERMINO-“EN"Y"2-ES ¥ "§C
60 INFUT "EL TERMINO EN X ES "D
70 INFUT "EL TERMING EN Y ES —— e

80 INPUT "EL TERMINO INDEPENDIENTE ES: “i;F

90 LET DE=AXCXF-2XBXDXE-AXE"2-CXD"2-FXBR"2
100 IF DEXO THEN PRINT "ES UNA FARABOLA"
110 IF DE<O THEN FPRINT "ES UNA ELIFSE"
120 IF DE=0 THEN PRINT "ES UN CIRCULO"
999 END

Queda para el lector el intentar imprimir la hipérbola y la circunferen-
cia, el proceso es similar al de la elipse. Después de este capitulo nuestro
ordenador domina la geometria... 0 al menos es menos torpe de lo habitual.
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ESTUDIO DE FUNCIONEsg

L estudio de las graficas de las funciones es cuestion de ex-
periencia y suerte. La primera es imprescindible para apli-
car a simple vista los conocimientos teoéricos en los pun-
tos adecuados, evitando, de esta manera, pruebas con va-
lores innecesarios.

Suerte, sobre todo al estudiar la continuidad. En deter-
minadas funciones la discontinuidad esta clara; este es el
caso, por ejemplo, de las funciones con denominadores.
Hallando las raices de éstos, ya se tienen los puntos de

continuidad.

El ordenador no puede, al menos en principio, intuir qué método a apli-
car para estudiar la continuidad. La manera de averiguarlo es ir probando
valores; cuando el ordenador, no el programa, dé error de operacion ha-
bremos encontrado un punto de discontinuidad. Logicamente al interrum-
pir el proceso, es necesario saber con qué valor ha ocurrido esto; para ello
introducimos una instruccién PRINT antes de operar. Si se diese el caso
de hallar uno, podriamos seguir buscando reanudando el proceso con li-
mite inferior, el valor de X siguiente al hallado.

Este método rudimentario de buscar el crack del ordenador tiene en
principio dos defectos:

1. Obliga al operador a estar atento a la ejecucion apuntando los pun-
tos de discontinuidad.

2.° Puede ocurrir que aunque elijamos un incremento de X pequeiio,
el punto buscado puede estar entre dos valores de prueba, de tal
forma que nos saltariamos este punto y no seria detectado.

Esta segunda dificultad puede presentarse aunque no se emplee el or-
denador; por tanto, no es toda la culpa suya.

De todas formas, a no ser que se analice previamente la funcién, es un
método valido inicialmente.
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10 REM ESTUDIO DE CONTINUIDAD

20 DEF FNA(X)=(X"2-1)

30 INFUT "INTRODUCIR LIMITES DEL INTERVALO: ";A.E
40 INPUT "INTRODUCIR NUMERO DE SUBINTERVALOS A REA
LIZAR: 3L

S0 LET X=A

60 PRINT X,

70 LET F=FNA(X)

75 PRINT F

80 LET X=X+(B-A) /L

90 IF X<B THEN GOTO 60

999 END

Se ve como se puede elegir el intervalo a tratar, ya que los estudios de
una funcion se hacen respecto a un intervalo concreto; seria imposible,
quitando excepciones, un estudio exhaustivo de toda la curva. También se
puede escoger el 0 incremento de X; a medida que el incremento sea in-
ferior, mayor sera la veracidad del estudio.

Una vez estudiada la continuidad seguiremos con los demas conceptos.
Tanto para maximo, minimo, puntos de inflexién, etc., se necesita el con-
cepto de derivada.

La derivada de una funcién en un punto viene dada por:

f(Xo)= lim f(Xo)—f(X+h)
—Po
h

Los limites, por el momento, no son asequibles al micro; para resolver
este inconveniente se utilizara un método aproximativo. Partiendo de una
H determinada, e ir decrementando este valor, se obtendra una tabla de
valores, de tal forma que llegara un valor de H en el que la diferencia de
la derivada con la anterior hallada sea practicamente nula. A partir de aqui
se tomara como derivada el ultimo hallado. Se utilizara como cota de la
diferencia el valor 0,05, para no multiplicar en exceso los calculos.

Como siempre, para obtener la derivada de diferentes funciones, bas-
tara modificar las instrucciones donde se aplique la funcién. Seguidamen-
te se observara la estructura del proceso; la lista de las instrucciones da la
subrutina que se empleara para el calculo de la derivada en un punto.

10 REM ESTUDIO DE LA DERIVADA EN UN FUNTO
20 DEF FNA(X)=(X"2-1)
30 REM PETICION DE NUMERO FARA CALCULAR SU DERIVADA
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40 INFUT "INTRODUCIR NUMERO: ":F
SO LET H=1:LET AN=0

60 LET XO=F

70 LET X1=XO+H

80 LET DE=(FNA(X1)-FNA(XO0))/(X1-X0)
90 IF ABS(AN-DE)<.005 THEN GOTO 140

1
1
i
i
1

00 PRINT X0, X1,DE

10 LET AN=DE

20 LET H=H/2

30 6GOTO 70

40 FRINT "LA DERIVADA ES : "3;DE

1350 END

Naturalmente, antes de probar un Xo habra que estudiar su continui-
dad, ya que ésta es condicion necesaria para la existencia de la derivada.
Conocido el proceso de la derivada pasaremos a estudiar la funcion.

Empe
Se

cemos viendo si una funcién es creciente o decreciente.
a

fX)=X2—1

Estudiando el proceso en el intervalo [A, B] iremos comparando los dis-

tintos
tos ca

resultados f(X), viendo como evolucionan. Se observara los distin-
sos en procesos independientes, para no complicar el razonamiento

(ver organigrama 20).

La

lista de instrucciones quedaria:

REM ESTUDIO DE UNA CURVA PARA VER S1 ES CRECIENTE O DECRECIENTE
DEF FNA(X)=(X"2-1)

INPUT "INTRODUCIR LIMITES INTERVALOS :";A,R

INPUT “INTRODUCIR INCREMENTO DE X: "“jL

LET N=INT(B-A)/L

DIM A(N)

FOR J=1 TO N

LET A(J)=FNA(A+LX(J-1))

NEXT J

100 REM ESTUDIO SI ES CRECIENTE

110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

LET CN=0

FOR J=2 TO N

IF A(J)»A(J—-1) THEN GOTO 160

IF A(I)=A(J-1) THEN LET CN=1:G60TO 160

GOTO 200

NEXT J

IF CN=0 THEN PRINT "ES ESTRICTAMENTE CRECIENTE"
IF CN=1 THEN PRINT "ES CRECIENTE"

BGOTOD 999

LET CN=0
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El uso de la variable de control es para definir si es estrictamente cre-
ciente o decreciente.

Ya se ha logrado avanzar otro paso para que el ordenador estudie una
funcién. La dimension de la matriz sera (B—A)/L|, habra que procurar
que L sea divisor de (B—A) para no desperdiciar datos.

Otros datos interesantes son los mdximos y minimos en un intervalo. Fi-
jese en las graficas siguientes:

av

Se observa que en un punto el valor de X es maximo o minimo si la
pendiente en ese punto de la tangente a la curva es nula. Para ello bastara
que la derivada de la curva en ese punto sea 0. El sistema a seguir es es-
tudiar la evolucion de los valores de la derivada. Si cambia de signo querra
decir que existe un punto donde se anula la derivada.

Ya se plante6 en el capitulo 8 (la resolucién de una ecuacién) cémo se
ve el punto de corte reduciendo el intervalo formado por un valor negati-
VO y otro positivo, o viceversa.

Encontrando este punto habra que averiguar si es maximo o minimo;
para esta labor, se observara la evolucién del signo.

Si la pendiente va de negativa a positiva, es un minimo; en caso inver-
SO €s un maximo.

-
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Organigrama 20
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Para observar la convexidad y concavidad de una curva hay que tener
en cuenta los siguientes criterios:

— Una funcion es convexa si f’ es creciente.
— Una funcién es coéncava si f* es decreciente.

Si para ver los maximos y minimos se estudio el signo de la derivada,
para ver la convexidad y concavidad haremos un proceso similar al estu-

dio de ver si una fuhcion es creciente o decreciente al principio del tema.
Ver organigrama 21.

Organigrama 21

Sino es céncava ni convexa en el intervalo [A, B], quiere decir que exis-
ten unos varios puntos en los que cambia; estos son los puntos de inflexién.

136



El programa para ver si es céncava o convexa es:

10 REM ESTUDIO DE UNA CURVA PARA VER SI ES CONCAVA O CONVEXA
20 DEF FNA(X)=(X"2-1)

30 INPUT “INTRODUCIR LIMITES INTERVALOS : ":L
50 LET N=INT(B-A)/L

60 DIM A(N)

70 FOR J=t TO N

75 GOBUR 500

80 LET A(J)=VA

90 NEXT J

100 REM ESTUDIO SI ES CONVEXA

110 FOR J=2 TO N

120 IF AW =AJ-1) THEN GOTO 140

130 GOTO 200

140 NEXT J

150 PRINT "ES CONVEXA"

160 GOTO 999

200 REM ESTUDIO S1 ES CONCAVA

210 FOR J=2 TO N

220 IF A =A(J-1) THEN GOTO 240
230 6GOTO 999

240 NEXT J

250 PRINT "ES CONCAVA"

260 GOTO 999

500 REM CALCULO DE LA DERIVADA

S10 LET XO=A+JXL31LET H=.5

515 LET X1=XO0+H

520 LET DE=(FNA(X1)=FNA(X0))/ (X1-XO)
530 IF ABS(DE-AN)<.00S5 THEN GOTO S70
540 LET AN=DE

550 LET H=H/2

560 GOTO S15

570 LET VA=INT (DEX1000) /1000

580 RETURN

999 END

El lector puede intentar el calculo de los puntos de inflexién. Para ello,
debera encontrar el punto donde cambia de creciente a decreciente, o vi-
ceversa. jInténtelo!
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AREA DEL RECINTO LIMITADO
POR UNA CURVA. INTEGRALES

I nos pidieran calcular el area limitada por una curva, a
mas de uno nos pondrian en un terrible aprieto. Rapida-
mente intentariamos hacer memoria de todas las reglas
de integracion, pero en la mayoria de los casos consegui-
riamos un terrible dolor de cabeza.

Entonces la forma mas facil es, como anteriormente,
pasarselo al ordenador.

En principio, el ordenador «no sabe» integrar. Ensefé-
- mosle a hacerlo.

A

Si dividimos el intervalo en rectangulos iguales, la suma de estos rec-
tangulos se aproximaria, mas o menos, al area de la curva. Los rectangu-
los exteriores darian un valor mayor que el de la curva y los interiores se
quedarian «cortos». Si disminuimos el ancho de estos intervalos la dife-
rencia se haria mas pequena. Repitamos este proceso varias veces consi-
guiendo que el rectangulo sea practicamente una linea, reduciendo la base
de ellos; habremos conseguido una aproximacion casi exacta al area de la
curva.
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En este momento, los rectangulos exteriores serian practicamente igua-
les a los interiores.

Segun este razonamiento, para «construir» nuestro programa debemos
tener en cuenta:

a) Cuales son los limites de integracion.

b) Hemos de controlar razonadamente la disminucion de las bases.

Para ello dividiremos el intervalo completo en dos intervalos iguales,
repitiendo progresivamente el proceso con intervalos que sean la mitad
de los anteriores. De esta manera el primer calculo seria con dos rectan-
gulos, después 4, 6, 8 ..., asi hasta conseguir que la longitud de los inter-
valos sea practicamente nula. _

c) La altura de estos rectangulos vendra dada por el valor de la fun-
cién en el extremo superior del intervalo. Nos estamos basando en los rec-
tangulos exteriores para la resolucion del problema; el razonamiento se-
ria semejante con los interiores. Por tanto, nuestro programa valdra para
cualquier funcion, so6lo bastara rectificar la instruccion donde se calcule
la funcién.

Para comprender mejor todo el proceso vamos a escoger una funcién
sencilla, por ejemplo: f(X)=X?2 en el intervalo [a, b].

Ahora fijémonos en el organigrama y la lista de instrucciones siguien-
te, inicialmente solo lo que aparece en el interior de los recuadros
sombreados.

Seguin nuestro razonamiento, lo primero seria introducir los datos
iniciales:

INPUT “Introducir limites integracién: ”; a, B.

Entramos ahora en el proceso- repetitivo del calculo del area. Hemos
dicho que calculariamos el area del recinto como suma de las areas de los
rectangulos circunscritos. Ahora bien, este proceso habra que repetirlo su-
cesivamente hasta conseguir una aproximacién aceptable.

Para obtener la suma en cada caso es necesario conseguir unos para-
metros basicos:

116 SUMA=0
120 J=J*2

En la 116 inicializamos el valor de suma en la 120 y obtenemos el va-
lor del intervalo, es decir, la longitud de cada una de las bases de los rec-
tangulos. Observamos que J se duplica, luego I se reducira a la mitad cada
vez que iniciemos el proceso.

Con la instruccion FOR, lo que hacemos es calcular el area de cada rec-
tangulo e ir acumulando (SUMA) hasta obtener el valor del area total. Si
nos fijamos, la altura (H) viene dada por el valor de la funcién en ese pun-
to. Es aqui, en la 70, donde tendriamos que modificar para obtener la in-
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tegral de cualquier otra funcién; la base, légicamente, nos la da la longi-
tud del intervalo (I) (ver organigrama 22).

Introducir
limites
A B

————»& ERROR

I=INT(B-A)/]
K=1

——

: X = -A+IK
ANTERIOR=
SUMA L

!

SUMA =

SUMA +
M+I

SUMA

ANTERIOR >
wny

Organigrama 22

10 REM CALCULO DEL AREA DEFINIDA FOR UNA CURVA

20 INPUT "INTRODUCIR LIMITES DE LA INTEGRACION: ";A.R
25 INFUT "INTRODUCIR COTA DE ERROR: ";CO

30 LET J=2:LET SU=0

S PR e s
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40 LET I=INT(B-A)/J
S50 FOR K=1 T0O J

&0 LET X=A+IXK

70 LET H=XXX

80 LET SU=SuU+ (HXxD)

CQO NEXT K : :
100 IF ABB(SU—AN)aCD THEN BOTD 140 ’
110 LET AN=SU
115 PRINT J,1,8U
116 LET SU=0
120 LET J=JX2
130 GOTO 40
140 PRINT “EL VALOR DEL AREA ES: R

Una vez concluida la suma, imprimimos los resultados y volvemos a la
115 a repetir el proceso.

Se reiterara el proceso indefinidamente, ya que no hemos puesto nin-
gun «control de fin».

¢Cémo terminar? Podriamos tomar varias opciones, pero vamos a tra-
tar dos.

La primera de ellas (color verde) se basa en el hecho de que al aumen-
tar J, disminuye I, llegando el momento que I fuese tan pequefo que la
maquina lo considerase 0. En este momento, todas las areas siguientes val-
drian 0, luego el valor conseguido antes de este momento seria el buscado.

Por ello, no tenemos mas que preguntar si la SUMA=0. Terminando el
programa en el caso de cumplirse. Podriamos haber hecho la pregunta des-
pués de la XXX consultando el valor de 1.

La otra (color rojo) es poder nosotros elegir el final. Introducimos una
cota de error y cuando la diferencia entre la suma y la suma anterior es
menor que esta cota se termina el proceso. El porqué de esta opcién se
debe a que llega un momento que los rectangulos son tan estrechos que -
la diferencia area total es tan pequefia que no merece la pena seguir.

Analicemos los resultados del programa:

LOS RESULTADOS DEL FROGRAMA SON:
INTRODUCIR LIMITES DE LA INTEGRACION! 01
INTRODUZCA COTA-DE ERROR 10005 —

»‘-",J . '1'.4',", e - sma —

—— =
= 0.25 0.46875
- .8.

1 0.125 0.3984375

142



16 0.0625 0.365234375
32 0.03125 0.3491210%94
64 0.015625 0.3411846323
EL VALOR DEL AREA ES : 0.33724756

Calculamos ahora la integral por el método tradicional:

1 1
3
j’ X2 = [XT] =%=0,33

o

Hemos comprobado que nuestro ordenador es capaz de hacer una in-
tegral definida. Ahora bien, jcuidado!, ya que antes de hacerla habra que-
analizar esta integral.

Debemos actuar como si la hiciéramos nosotros, es decir, ver los pun-
tos de corte, continuidad... Nuestro ordenador es «listo», pero nunca po-

dra hacer mas de lo que le «<ensefilemos».
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Se repasan los principales conceptos de la
ciencia citada, desde un punto de vista
eminentemente practico y para su
aplicacion al ordenador personal. Se basa
el texto en la presentacion de pequenos
programas (que usted podra introducir en
su ordenador personal); estos programas
se analizan y se indican posibles
modificaciones a introducir para variar
los resultados que se deben obtener. Libro
atil tanto para que el estudiante repase

estos conceptos que esta aprendiendo
como para que el adulto recuerde algunos
conocimientos olvidados que le interesan
hoy.




